
Section 2.4                                                                                       Countable Infinity 1 

�G�G�G�G
�z�Œ�Š�›�•�–�•�G�z�Œ�Š�›�•�–�•�G�z�Œ�Š�›�•�–�•�G�z�Œ�Š�›�•�–�•�G�Y�U�[�Y�U�[�Y�U�[�Y�U�[�G�G�G�G�G�G�G�G�j�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�G�p�•�•�•�•�•�›� �j�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�G�p�•�•�•�•�•�›� �j�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�G�p�•�•�•�•�•�›� �j�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�G�p�•�•�•�•�•�›� �G�G�G�G
�G
�w�œ�™�—�–�š�Œ�G�–�•�G�z�Œ�Š�›�•�–�•�w�œ�™�—�–�š�Œ�G�–�•�G�z�Œ�Š�›�•�–�•�w�œ�™�—�–�š�Œ�G�–�•�G�z�Œ�Š�›�•�–�•�w�œ�™�—�–�š�Œ�G�–�•�G�z�Œ�Š�›�•�–�•�a�G�G�G�{�–�G�•�•�›�™�–�‹�œ�Š�Œ�G�›�•�Œ�G�Š�–�•�Š�Œ�—�›�G�–�•�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�–�•�G�š�Œ�›�š�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�G
�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�G�G�G�–�•�G�ˆ�G�š�Œ�›�U�G�G�G�~�Œ�G�—�™�Œ�š�Œ�•�›�G�j�ˆ�•�›�–�™�Å�š�G�—�™�–�–�•�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�ˆ�•�‹�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G
�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �U�G�G
�G
�p�•�›�™�–�‹�œ�Š�›�•�–�•�p�•�›�™�–�‹�œ�Š�›�•�–�•�p�•�›�™�–�‹�œ�Š�›�•�–�•�p�•�›�™�–�‹�œ�Š�›�•�–�•�G�G�G�G
�G �u�–�G �–�•�Œ�G �’�•�–�ž�š�G �Œ�Ÿ�ˆ�Š�›�“� �G �ž�•�Œ�•�G �—�Œ�–�—�“�Œ�G �•�•�™�š�›�G �š�›�ˆ�™�›�Œ�‹�G �Š�–�œ�•�›�•�•�Ž�S�G �‰�œ�›�G �ˆ�G �Ž�–�–�‹�G
�Ž�œ�Œ�š�š�G�”�•�Ž�•�›�G�‰�Œ�G�ž�•�Œ�•�G�—�Œ�–�—�“�Œ�G�š�›�ˆ�™�›�Œ�‹�G�ˆ�Š�Š�œ�”�œ�“�ˆ�›�•�•�Ž�G�—�–�š�š�Œ�š�š�•�–�•�š�U�G�G�s�–�•�Ž�G�‰�Œ�•�–�™�Œ�G
�•�œ�”�‰�Œ�™�G �š� �š�›�Œ�”�š�G �ž�Œ�™�Œ�G �•�•�•�Œ�•�›�Œ�‹�S�G �›�ž�–�G �—�Œ�–�—�“�Œ�G �Š�–�œ�“�‹�G �‹�Œ�›�Œ�™�”�•�•�Œ�G �•�•�G �›�•�Œ� �G �•�ˆ�‹�G �›�•�Œ�G
�š�ˆ�”�Œ�G �•�œ�”�‰�Œ�™�G �–�•�G �Ž�–�ˆ�›�š�G �ˆ�•�‹�G �š�•�Œ�Œ�—�G �‰� �G �š�•�”�—�“� �G �—�“�ˆ�Š�•�•�Ž�G �›�•�Œ�”�G �•�•�G �ˆ�G �–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G
�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�ž�•�›�•�G�Œ�ˆ�Š�•�G�–�›�•�Œ�™�U�G�G�G
�G

�G
�G
�v�™�G�ˆ�G�—�Œ�™�š�–�•�G�Š�–�œ�“�‹�G�•�ˆ�•�Œ�G�ˆ�G�š�›�–�•�Œ�G�•�–�™�G�Œ�ˆ�Š�•�G�Ž�–�ˆ�›�S�G�•�Œ�•�Š�Œ�G�–�‰�›�ˆ�•�•�•�•�Ž�G�ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G
�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�›�•�Œ�G�š�›�–�•�Œ�š�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�Ž�–�ˆ�›�š�U�G�G�{�–�‹�ˆ� �G�ž�Œ�G�•�–�G�“�–�•�Ž�Œ�™�G�•�Œ�Œ�‹�G
�—�•� �š�•�Š�ˆ�“�G�š�›�–�•�Œ�š�G�š�•�•�Š�Œ�G�ž�Œ�G�•�ˆ�•�Œ�G�š� �”�‰�–�“�•�Š�G�–�•�Œ�š�G�•�•�G�›�•�Œ�G�•�–�™�”�G�–�•�G�X�S�G�Y�S�G�Î�G�G�G�U�G�G�G�G�{�–�G
�‹�Œ�›�Œ�™�”�•�•�Œ�G �›�•�Œ�G �•�œ�”�‰�Œ�™�G �–�•�G �Ž�–�ˆ�›�š�G �ž�Œ�G �š�•�”�—�“� �G �È�Š�–�œ�•�›�S�É�G �X�S�Y�S�G �Î�G �G �ˆ�•�‹�G �Š�–�“�“�Œ�Š�›�G �–�œ�™�G

�™�–�Š�’�š�G{ }1,2,3,4,5R= �G�•�•�G�–�œ�™�G�”�•�•�‹�U�G�G�G�G

�G



Section 2.4                                                                                       Countable Infinity 2 

�G
�G

�z�–�G�•�–�ž�G�‹�–�G�ž�Œ�G�Š�–�”�—�ˆ�™�Œ�G�›�•�Œ�G�š�•�¡�Œ�G�–�•�G�›�ž�–�G�š�Œ�›�š�f�G�G�j�“�Œ�ˆ�™�“� �G{ }1,3A = �G�Š�–�•�›�ˆ�•�•�š�G�›�ž�–�G

�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G�ˆ�•�‹�G{ }, ,B a b c= �G�•�ˆ�š�G�›�•�™�Œ�Œ�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�S�G�š�–�G�ž�Œ�G�š�ˆ� �GB �G�•�š�G�È�“�ˆ�™�Ž�Œ�™�É�G�›�•�ˆ�•�GA �U�G�G

�{�•�Œ�š�Œ�G �•�‹�Œ�ˆ�š�G �ˆ�™�Œ�G �•�•�•�Œ�G �•�–�™�G �•�•�•�•�›�Œ�G �š�Œ�›�š�S�G �‰�œ�›�G �•�–�ž�G �‹�–�G �ž�Œ�G�Š�–�”�—�ˆ�™�Œ�G �›�•�Œ�G �È�š�•�¡�Œ�É�G �–�•�G
�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G �š�Œ�›�š�S�G �“�•�’�Œ�G and � � �f�G �G �{�•�™�–�œ�Ž�•�–�œ�›�G �›�•�Œ�G �•�•�š�›�–�™� �G �–�•�G �”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�š�S�G �›�•�Œ�G
�š�œ�‰�‘�Œ�Š�›�G�–�•�G�•�•�•�•�•�•�›� �G�•�ˆ�š�G�‰�Œ�Œ�•�G�”�–�š�›�“� �G�›�ˆ�‰�–�–�S�G�”�–�™�Œ�G�ˆ�—�›�G�›�–�G�‰�Œ�G�—�ˆ�™�›�G�–�•�G�ˆ�G�‹�•�š�Š�œ�š�š�•�–�•�G
�–�•�G�™�Œ�“�•�Ž�•�–�•�U�G�G�{�•�Œ�G�n�™�Œ�Œ�’�G�—�•�•�“�–�š�–�—�•�Œ�™�G�h�™�•�š�›�–�›�“�Œ�G�O�Š�•�™�Š�ˆ�G�Z�_�[�T�Z�Y�Y�G�‰�U�Š�U�P�S�G�–�•�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G
�•�•�™�š�›�G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�š�G�›�–�G�›�•�•�•�’�G�š�Œ�™�•�–�œ�š�“� �G�ˆ�‰�–�œ�›�G�›�•�Œ�G�š�œ�‰�‘�Œ�Š�›�S�G�•�Œ�“�›�G�›�•�Œ�™�Œ�G�ž�Œ�™�Œ�G�›�ž�–�G
�’�•�•�‹�š�G�–�•�G�•�•�•�•�•�•�›� �S�G�›�•�Œ�G�—�–�›�Œ�•�›�•�ˆ�“�G�ˆ�•�‹�G�ˆ�Š�›�œ�ˆ�“�U�G�G�o�Œ�G�š�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�X�S�G�Y�S�G�Z�S�G
�Î�G�ˆ�™�Œ�G�—�–�›�Œ�•�›�•�ˆ�“�“� �G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�•�•�Š�Œ�G�›�•�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�•�Œ�•�Œ�™�G�š�›�–�—�S�G�‰�œ�›�G�›�•�Œ� �G�ž�Œ�™�Œ�G�•�–�›�G�ˆ�G
�Š�–�”�—�“�Œ�›�Œ�‹�G�Œ�•�›�•�›� �U�G�G�G�w�•�•�“�–�š�–�—�•�Œ�™�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�–�“�–�Ž�•�ˆ�•�G�{�•�–�”�ˆ�š�G�h�˜�œ�•�•�ˆ�š�G�O�X�Y�Y�\�T�X�Y�^�\�P�G
�ˆ�™�Ž�œ�Œ�‹�G �›�•�ˆ�›�G �ž�•�›�•�G �›�•�Œ�G �Œ�Ÿ�Š�Œ�—�›�•�–�•�G �–�•�G �n�–�‹�G �•�–�›�•�•�•�Ž�G �ž�ˆ�š�G �ˆ�Š�›�œ�ˆ�“�G �•�•�•�•�•�•�›�Œ�S�G �–�•�“� �G
�—�–�›�Œ�•�›�•�ˆ�“�U�G�G
�G

�p�•�G �›�•�Œ�G �X�]�W�W�š�G �›�•�Œ�G �p�›�ˆ�“�•�ˆ�•�G �ˆ�š�›�™�–�•�–�”�Œ�™�G �n�ˆ�“�•�“�Œ�–�G �”�ˆ�‹�Œ�G �ˆ�•�G �•�•�›�Œ�™�Œ�š�›�•�•�Ž�G
�–�‰�š�Œ�™�•�ˆ�›�•�–�•�G�Š�–�•�Š�Œ�™�•�•�•�Ž�G�›�•�Œ�G�—�Œ�™�•�Œ�Š�›�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�š�G�X�S�G�[�S�G�`�S�G�X�]�S�G�Y�\�S�G�G�Î�G�G�G�G�z�•�•�Š�Œ�G�›�•�Œ� �G
�Š�–�•�š�›�•�›�œ�›�Œ�G�ˆ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G�•�Œ�G�ˆ�™�Ž�œ�Œ�‹�G�›�•�Œ�™�Œ�G�š�•�–�œ�“�‹�G�‰�Œ�G�È�•�Œ�ž�Œ�™�É�G
�–�•�G�›�•�Œ�”�G�›�•�ˆ�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G�ˆ�•�‹�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�X�G�ž�–�œ�“�‹�G�š�Œ�Œ�”�G�›�–�G�‰�Œ�ˆ�™�G�›�•�•�š�G�–�œ�›�U�G

�G�G
�X�G �Y�G �Z�G �[�G �\�G �]�G �^�G �_�G �`�G �X�W�G �X�X�G �X�Y�G �X�Z�G �X�[�G �X�\�G �X�]�G
�X�G �G �G �[�G �G �G �G �G �`�G �G �G �G �G �G �G �X�]�G

�G�G
�t�–�™�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�›�•�ˆ�•�G�—�Œ�™�•�Œ�Š�›�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�š�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�X�G
�G
�o�–�ž�Œ�•�Œ�™�S�G�n�ˆ�“�•�“�Œ�–�G �ˆ�“�š�–�G �–�‰�š�Œ�™�•�Œ�‹�G �›�•�ˆ�›�G�•�•�G � �–�œ�G�“�•�•�Œ�G�œ�—�G �›�•�Œ�G�—�Œ�™�•�Œ�Š�›�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�š�G�ˆ�š�G �•�•�G
�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�S�G�•�›�G�ˆ�—�—�Œ�ˆ�™�š�G�›�•�ˆ�›�G�‰�–�›�•�G�š�Œ�›�š�G�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�”�Œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G�G
�G
�G



Section 2.4                                                                                       Countable Infinity 3 

�G
�G

�X�G �Y�G �Z�G �[�G �\�G �]�G �^�G �_�G �`�G �X�W�G �X�X�G �Î�Gn �G �Î�G
� �G � �G � �G � �G � �G � �G � �G � �G � �G � �G � �G �G � �G � �G

�X�G �[�G �`�G �X�]�G �Y�\�G �Z�]�G �[�`�G �]�[�G �_�X�G �X�W�W�G �X�Y�X�G �Î�G2n �G �Î�G

�G�G
�l�˜�œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�—�Œ�™�•�Œ�Š�›�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�š�G�ˆ�š�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�G
�G

�o�•�š�G �ˆ�™�Ž�œ�”�Œ�•�›�G �ž�ˆ�š�G �›�•�ˆ�›�G �•�–�™�G �Œ�•�Œ�™� �G �—�Œ�™�•�Œ�Š�›�G �š�˜�œ�ˆ�™�Œ�G2n �S�G �›�•�Œ�™�Œ�G �•�š�G �Œ�Ÿ�ˆ�Š�›�“� �G �–�•�Œ�G
�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�Gn �S�G �G �ˆ�•�‹�G �Š�–�•�•�Œ�™�š�Œ�“� �S�G �•�–�™�G �Œ�•�Œ�™� �G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�Gn �G �›�•�Œ�™�Œ�G �•�š�G

�Œ�Ÿ�ˆ�Š�›�“� �G�–�•�Œ�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�G2n �U�G�G�G�n�ˆ�“�•�“�Œ�–�G�Š�ˆ�”�Œ�G�›�–�G�›�•�Œ�G�Š�–�•�Š�“�œ�š�•�–�•�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�Š�–�•�Š�Œ�—�›�š�G�–�•�G
�È�“�Œ�š�š�G �›�•�ˆ�•�S�É�G �G �È�Œ�˜�œ�ˆ�“�É�S�G �ˆ�•�‹�G �È�Ž�™�Œ�ˆ�›�Œ�™�G �›�•�ˆ�•�É�G �ˆ�—�—�“�•�Œ�‹�G �–�•�“� �G �›�–�G �•�•�•�•�›�Œ�G �š�Œ�›�š�G �ˆ�•�‹�G �•�–�›�G
�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�–�•�Œ�š�U�G�G�G
�G�G

�p�›�G �ž�ˆ�š�G �›�•�Œ�G �Ž�™�–�œ�•�‹�T�‰�™�Œ�ˆ�’�•�•�Ž�G �ž�–�™�’�G �–�•�G �n�Œ�™�”�ˆ�•�G �”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�S�G �n�Œ�–�™�Ž�G
�j�ˆ�•�›�–�™�G �O�X�_�[�\�T�X�`�X�_�P�S�G �ž�•�–�š�Œ�G �š�Œ�”�•�•�ˆ�“�G �•�•�š�•�Ž�•�›�š�G �›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�Œ�‹�G �›�•�Œ�G �›�•�•�•�’�•�•�Ž�G �ˆ�‰�–�œ�›�G
�È�—�–�›�Œ�•�›�•�ˆ�“�G�•�Œ�™�š�œ�š�G�ˆ�Š�›�œ�ˆ�“�G�•�•�•�•�•�•�›�•�Œ�š�É�G�ž�•�›�•�G�•�•�š�G�•�•�•�Œ�š�›�•�Ž�ˆ�›�•�–�•�š�G�•�•�›�–�G�›�•�Œ�G�•�–�œ�•�‹�ˆ�›�•�–�•�š�G
�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�“�Œ�ˆ�‹�•�•�Ž�G�›�–�G�š�Œ�›�š�G�–�•�G�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�G�š�•�¡�Œ�š�G�–�•�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�š�S�G�ˆ�•�‹�G�›�–�—�•�Š�š�G
�ž�•�•�Š�•�G�•�ˆ�‹�G�—�™�Œ�•�•�–�œ�š�“� �G�‰�Œ�Œ�•�G�È�–�•�•�G�“�•�”�•�›�š�É�G�•�•�G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�š�U�G�G�t�ˆ�•� �G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�š�G
�™�Œ�š�•�š�›�Œ�‹�G �j�ˆ�•�›�–�™�Å�š�G �•�‹�Œ�ˆ�š�G �‰�œ�›�G �‰� �G �›�•�Œ�G �›�•�”�Œ�G �–�•�G �j�ˆ�•�›�–�™�Å�š�G �‹�Œ�ˆ�›�•�G �•�•�G �X�`�X�_�G
�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�š�G�™�Œ�Š�–�Ž�•�•�¡�Œ�‹�G�›�•�Œ�G�•�”�—�–�™�›�ˆ�•�Š�Œ�G�–�•�G�•�•�š�G�•�‹�Œ�ˆ�š�U�G�G

�G
�h�š�G�”�ˆ�•� �G�š�Œ�”�•�•�ˆ�“�G�•�•�š�•�Ž�•�›�š�S�G�j�ˆ�•�›�–�™�Å�š�G�›�•�Œ�–�™� �G�–�•�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�š�G�™�Œ�š�›�š�G�œ�—�–�•�G�ˆ�G

�•�Œ�™� �G �š�•�”�—�“�Œ�G �—�™�•�•�Š�•�—�“�Œ�U�G �G �z�œ�—�—�–�š�Œ�G � �–�œ�G �ˆ�™�Œ�G �œ�•�ˆ�‰�“�Œ�G �›�–�G �Š�–�œ�•�›�G �‰�œ�›�G �ž�–�œ�“�‹�G �“�•�’�Œ�G �›�–�G
�‹�Œ�›�Œ�™�”�•�•�Œ�G�ž�•�Œ�›�•�Œ�™�G� �–�œ�G�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�•�•�•�Ž�Œ�™�š�G�–�•�G�Œ�ˆ�Š�•�G�–�•�G� �–�œ�™�G�›�ž�–�G
�•�ˆ�•�‹�š�U�G

�G

�G
�n�Œ�–�™�Ž�G�j�ˆ�•�›�–�™�G�O�X�_�[�\�T�X�`�X�_�P�G
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�G
�u�–�ž�G�ˆ�š�š�œ�”�Œ�G� �–�œ�G�•�Œ�•�Œ�™�G�“�Œ�ˆ�™�•�Œ�‹�G�ˆ�™�•�›�•�”�Œ�›�•�Š�G�•�•�G�Ž�™�ˆ�‹�Œ�G�š�Š�•�–�–�“�G�ˆ�•�‹�G�ˆ�™�Œ�G�œ�•�ˆ�‰�“�Œ�G�›�–�G
�Š�–�œ�•�›�U�G �G �i�œ�›�G �›�•�•�š�G �‹�–�Œ�š�•�Å�›�G �š�›�–�—�G � �–�œ�G �š�•�•�Š�Œ�G � �–�œ�G �‹�–�G �š�–�”�Œ�›�•�•�•�Ž�G �”�–�™�Œ�G �‰�ˆ�š�•�Š�U�G �G �€�–�œ�G
�š�•�”�—�“� �G�—�“�ˆ�Š�Œ�G�›�•�Œ�G�›�•�œ�”�‰�G�–�•�G�–�•�Œ�G�•�ˆ�•�‹�G�ˆ�Ž�ˆ�•�•�š�›�G�›�•�Œ�G�›�•�œ�”�‰�G�–�•�G� �–�œ�™�G�–�›�•�Œ�™�G�•�ˆ�•�‹�S�G�›�•�Œ�•�G
�—�“�ˆ�Š�Œ�G � �–�œ�™�G �•�•�‹�Œ�Ÿ�G �•�•�•�Ž�Œ�™�G �–�•�G �–�•�Œ�G �•�ˆ�•�‹�G �ˆ�Ž�ˆ�•�•�š�›�G � �–�œ�™�G �•�•�‹�Œ�Ÿ�G �•�•�•�Ž�Œ�™�G �–�•�G � �–�œ�™�G �–�›�•�Œ�™�G
�•�ˆ�•�‹�S�G�ˆ�•�‹�G�‹�–�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�•�–�™�G�›�•�Œ�G�™�Œ�”�ˆ�•�•�•�•�Ž�G�•�•�•�Ž�Œ�™�š�U�G�G�~�•�Œ�•�G� �–�œ�G�ˆ�™�Œ�G�•�•�•�•�š�•�Œ�‹�G� �–�œ�™�G
�•�•�•�Ž�Œ�™�š�G �ˆ�™�Œ�G �”�ˆ�›�Š�•�Œ�‹�G �œ�—�G �•�•�G �ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G �Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G �a�G �Œ�•�Œ�™� �G �•�•�•�Ž�Œ�™�G �–�•�G
�Œ�ˆ�Š�•�G �•�ˆ�•�‹�G �•�ˆ�š�G �ˆ�G �’�•�•�‹�™�Œ�‹�T�š�–�œ�“�G �–�•�G �›�•�Œ�G �–�›�•�Œ�™�U�G �G �€�–�œ�G �”�ˆ� �G �•�–�›�G �’�•�–�ž�G �•�–�ž�G �”�ˆ�•� �G
�•�•�•�Ž�Œ�™�š�G� �–�œ�G�•�ˆ�•�Œ�S�G�‰�œ�›�G� �–�œ�G�’�•�–�ž�G�‰�–�›�•�G�•�ˆ�•�‹�š�G�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�U�G�G
�G

�G
�G

�{�•�•�š�G�š�›�™�ˆ�›�Œ�Ž� �G�”�ˆ�•� �G�•�–�›�G�š�Œ�Œ�”�G�“�•�’�Œ�G�ˆ�G�™�Œ�ˆ�š�–�•�ˆ�‰�“�Œ�G�ž�ˆ� �G�–�•�G�‹�–�•�•�Ž�G�›�•�•�•�Ž�š�G�•�–�™�G�š�”�ˆ�“�“�G
�O�•�•�•�•�›�Œ�P�G �š�Œ�›�š�S�G �‰�œ�›�G �ž�•�ˆ�›�G �•�•�G � �–�œ�G �•�ˆ�‹�G �ˆ�•�G �•�•�•�•�•�•�›�Œ�G �š�Œ�›�S�G �“�•�’�Œ�G �›�•�Œ�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G
�™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G�–�™�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�f�G�G�p�•�G�›�•�Œ�š�Œ�G�Š�ˆ�š�Œ�š�G�•�›�G�‹�–�Œ�š�•�Å�›�G�”�ˆ�›�›�Œ�™�G�›�•�ˆ�›�G� �–�œ�G
�Š�ˆ�•�Å�›�G �Š�–�œ�•�›�U�G �G �u�–�G �–�•�Œ�G �Œ�“�š�Œ�G �Š�ˆ�•�G �Œ�•�›�•�Œ�™�S�G �•�–�G �–�•�Œ�G �Š�ˆ�•�G �Š�–�œ�•�›�G �›�•�ˆ�›�G �•�•�Ž�•�U�G �G �j�ˆ�•�›�–�™�Å�š�G
�•�•�š�—�•�™�ˆ�›�•�–�•�G�ž�ˆ�š�G�›�•�ˆ�›�S�G�Œ�•�Œ�•�G�•�•�G�ž�Œ�G�Š�ˆ�•�Å�›�G�È�Š�–�œ�•�›�É�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�š�S�G�ž�Œ�G�”�•�Ž�•�›�G�‰�Œ�G�ˆ�‰�“�Œ�G�›�–�G
�›�Œ�“�“�G�•�•�G�›�ž�–�G�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�š�G�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G�‰� �G�š�•�”�—�“� �G
�ˆ�—�—�“� �•�•�Ž�G �›�•�Œ�G�—�™�–�Š�Œ�‹�œ�™�Œ�G�ž�Œ�G�œ�š�Œ�‹�G �›�–�G �‹�Œ�›�Œ�™�”�•�•�Œ�G�•�•�G �ž�Œ�G�•�ˆ�‹�G �›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G
�•�•�•�Ž�Œ�™�š�G�–�•�G�Œ�ˆ�Š�•�G�•�ˆ�•�‹�U�G�G�~�Œ�G�š�Œ�Œ�G�•�•�G�ž�Œ�G�Š�ˆ�•�G�—�œ�›�G�›�•�Œ�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�š�G�•�•�G�ˆ�G�–�•�Œ�T
�›�–�T�–�•�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�ž�•�›�•�G�Œ�ˆ�Š�•�G�–�›�•�Œ�™�U�G�G�{�•�•�š�G�“�Œ�ˆ�‹�š�G�œ�š�G�›�–�G�›�•�Œ�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G
�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�–�•�G�š�Œ�›�š�U�G�G
�G
�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�z�Œ�›�š�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�z�Œ�›�š�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�z�Œ�›�š�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�z�Œ�›�š�G�G�G�G
�G�G�G�G
�{�•�Œ�G�‹�Œ�›�Œ�™�”�•�•�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G�ž�•�Œ�›�•�Œ�™�G�›�ž�–�G�š�Œ�›�š�G�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G�È�š�ˆ�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�É�G�–�•�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G
�‹�Œ�—�Œ�•�‹�š�G�–�•�G�ž�•�Œ�›�•�Œ�™�G�›�•�Œ�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�š�G�Š�ˆ�•�G�‰�Œ�G�È�—�ˆ�•�™�Œ�‹�T�–�•�•�É�G�•�•�G�ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T
�–�•�Œ�G�•�ˆ�š�•�•�–�•�U�G�G�G
�G
�G
�G
�G
�G
�G
�G�G�G�G
�G
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�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�G�G�{�ž�–�G�š�Œ�›�š�GA �G�ˆ�•�‹�GB �G�ˆ�™�Œ�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�S�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�‹�GA B» �S�G�G�•�•�G�ˆ�•�‹�G�–�•�“� �G�•�•�G
�›�•�Œ�™�Œ�G�•�š�G�ˆ�G �–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�T�T�T�T�›�–�›�–�›�–�›�–�T�T�T�T�–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�G�ˆ�•�‹�G �–�•�›�–�–�•�›�–�–�•�›�–�–�•�›�–�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f A B® �U�G�G�G�h�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f A B® �G�•�š�G

�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G �–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G �•�•�G,a b AÎ �S�G ( ) ( )a b f a f b¹ � ¹ �G �–�™�G �Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�“� �G

( ) ( )f a f b a b= � = �U�G�G�G�h�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f A B® �G�•�š�G�–�•�›�–�GB �G�•�•�G�•�–�™�G�ˆ�“�“�G,y B x AÎ $ Î �G

�š�œ�Š�•�G�›�•�ˆ�›�G( )f x y= �U�G�G�p�•�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G�‰�–�›�•�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�ˆ�•�‹�G�–�•�›�–�G�›�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�š�G

 and A B �G �Š�ˆ�•�G �‰�Œ�G �—�“�ˆ�Š�Œ�‹�G �•�•�G �ˆ�G �–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�T�T�T�T�›�–�›�–�›�–�›�–�T�T�T�T�–�•�Œ�G �Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�–�•�Œ�G �Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�–�•�Œ�G �Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�–�•�Œ�G �Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�Œ�•�Š�Œ�Œ�•�Š�Œ�Œ�•�Š�Œ�G �O�ˆ�“�š�–�G �Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G �ˆ�G
�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�U�G�G�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�š�Œ�›�š�G�ˆ�™�Œ�G�š�ˆ�•�‹�G�›�–�G�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�–�™�G�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G
�Ä�š�ˆ�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�Å�U�G�G�G�G
�G

�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�X�X�X�X�G�{�•�Œ�G�š�Œ�›�š{ }, ,A a b c= �G�ˆ�•�‹�G { }9,25,30B = �G�ˆ�™�Œ�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�š�•�•�Š�Œ�G�ž�Œ�G�Š�ˆ�•�G

�•�•�•�‹�G �ˆ�G �‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�G( ) 9, ( ) 25, ( ) 30f a f b f c= = = �G �•�™�–�”�G �–�•�Œ�G �š�Œ�›�G �›�–�G �›�•�Œ�G �–�›�•�Œ�™�U�G �G �O�~�Œ�G

�Š�–�œ�“�‹�G�•�ˆ�•�Œ�G�‘�œ�š�›�G�ˆ�š�G�ž�Œ�“�“�G�Ž�–�•�Œ�G�‰�ˆ�Š�’�ž�ˆ�™�‹�š�U�P�G
�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Y�G�G�G�G�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Y�G�G�G�G�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Y�G�G�G�G�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Y�G�G�G�G�G�z�•�–�ž�G�›�•�Œ�™�Œ�G�ˆ�™�Œ�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�—�Œ�™�•�Œ�Š�›�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�š�G�ˆ�š�G�›�•�Œ�™�Œ�G�ˆ�™�Œ�G
�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�G�G�G�G
�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�G�G�G�G

�G�G�G�G �s�Œ�›�›�•�•�Ž�G{ }1,2,3,...=� �G �‰�Œ�G �›�•�Œ�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G �ˆ�•�‹�G{ }2 :S n n= Î � �G �›�•�Œ�G

�—�Œ�™�•�Œ�Š�›�G �š�˜�œ�ˆ�™�Œ�š�G �–�•�G �›�•�Œ�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G �ž�Œ�G �”�œ�š�›�G �•�•�•�‹�G �ˆ�G �–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G
�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�• and S � �U�G�G�G�{�–�G�‹�–�G�›�•�•�š�G�Š�–�•�š�•�‹�Œ�™�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f S®� �G

�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G( ) 2f n n= �U�G�G�j�“�Œ�ˆ�™�“� �G�•�–�™�G�Œ�ˆ�Š�•�GnÎ � �G�ž�Œ�G�•�ˆ�•�Œ�G�Œ�Ÿ�ˆ�Š�›�“� �G�–�•�Œ�G�•�”�ˆ�Ž�Œ�G2n �G

�ˆ�•�‹�G �š�–�Gf �G �•�š�G �ˆ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G �G �{�–�G �š�•�–�ž�Gf �G �•�š�G �–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�S�G �“�Œ�›�G( ) ( )f u f v= �S�G �–�™�G
2 2u v= �S�G�ˆ�•�‹�G�š�•�•�Š�Œ�G,u v �G�ˆ�™�Œ�G�—�–�š�•�›�•�•�Œ�S�G�ž�Œ�G�•�ˆ�•�Œ�Gu v= �U�G�G�G�o�Œ�•�Š�Œ�Gf �G�•�š�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�U�G�G

�{�–�G�š�•�–�ž�G�›�•�ˆ�›�Gf �G�•�š�G�–�•�›�–�S�G�ž�Œ�G�“�Œ�›y SÎ �S�G�‰�œ�›�G�š�•�•�Š�Œ�Gy �G�•�š�G�›�•�Œ�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G

�•�œ�”�‰�Œ�™�S�G�ž�Œ�G�•�ˆ�•�Œ�Gy Î � �G�ž�•�•�Š�•�G�—�™�–�•�Œ�š�G�›�•�ˆ�›�Gf �G�•�š�G�–�•�›�–�U�G�G�o�Œ�•�Š�Œ�S�Gf �G�•�š�G�ˆ�G�–�•�Œ�T

�›�–�T�–�•�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G and S � �G�ˆ�•�‹�G�š�–�G�ž�Œ�G�•�ˆ�•�Œ�G�—�™�–�•�Œ�•�GS»� �U�G
�G

�u�–�›�Œ�u�–�›�Œ�u�–�›�Œ�u�–�›�Œ�a�G�G�p�›�G�ž�–�œ�“�‹�G�š�Œ�Œ�”�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�X�S�Y�S�Z�S�Î�G�š�•�–�œ�“�‹�G�‰�Œ�G�È�“�ˆ�™�Ž�Œ�™�É�G�›�•�ˆ�•�G
�›�•�Œ�G�Œ�•�Œ�•�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�W�S�Y�S�[�S�Î�G �š�•�•�Š�Œ�G�›�•�Œ�G�Œ�•�Œ�•�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�ˆ�™�Œ�G�–�•�“� �G �È�•�ˆ�“�•�É�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G
�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G �G �i�œ�›�G �ž�•�ˆ�›�G �‹�–�G �ž�Œ�G �”�Œ�ˆ�•�G �‰� �G �È�•�ˆ�“�•�É�G �–�•�G �•�•�•�•�•�•�›� �f�G �G�G �v�œ�™�G �Œ�Ÿ�—�Œ�™�•�Œ�•�Š�Œ�G �ž�•�›�•�G
�•�•�•�•�›�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�”�œ�š�›�G�‰�Œ�G�ˆ�‰�ˆ�•�‹�–�•�Œ�‹�G�ž�•�Œ�•�G�ž�–�™�’�•�•�Ž�G�ž�•�›�•�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�š�U�G�G�G�G

�G�G�G�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G �Z�Z�Z�Z�G �G �s�Œ�›�G, , ,a b c d �G �‰�Œ�G �™�Œ�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G �ž�•�›�•�G,a b c d< < �U�G �G �{�•�Œ�G �•�•�›�Œ�™�•�ˆ�“�G

[ ] { }, :a b x a x b= £ £ �G�•�š�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�›�–�G�›�•�Œ�G�•�•�›�Œ�™�•�ˆ�“�G[ ] { }, :c d x c x d= £ £ �U�G

�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�G�G�{�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )d c
y x a c

b a
-� �= - +� �-� �

�G

�G
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�•�š�G�ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�›�•�Œ�G�—�–�•�•�›�š�G�•�•�G�›�•�Œ�G�•�•�›�Œ�™�•�ˆ�“�G[ ],a b �G�ˆ�•�‹�G

�—�–�•�•�›�š�G �•�•�G �›�•�Œ�G �•�•�›�Œ�™�•�ˆ�“�G[ ],c d �U�G �G �m�•�Ž�œ�™�Œ�G �Z�G �š�•�–�ž�š�G �ˆ�G �•�•�š�œ�ˆ�“�G �™�Œ�—�™�Œ�š�Œ�•�›�ˆ�›�•�–�•�G �–�•�G �›�•�•�š�G

�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�U�G�G
�G�G

�G�G
�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�–�•�G�{�ž�–�G�p�•�›�Œ�™�•�ˆ�“�š�G�–�•�G�y�Œ�ˆ�“�G�u�œ�”�‰�Œ�™�š�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Z�G
�G �G

�q�œ�”�—�•�•�Ž�G�h�•�Œ�ˆ�‹�q�œ�”�—�•�•�Ž�G�h�•�Œ�ˆ�‹�q�œ�”�—�•�•�Ž�G�h�•�Œ�ˆ�‹�q�œ�”�—�•�•�Ž�G�h�•�Œ�ˆ�‹�a�G�G�p�•�G�j�•�ˆ�—�›�Œ�™�G�Z�G�ž�Œ�G�ž�•�“�“�G�š�Œ�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�È�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�É�G�–�•�G�›�ž�–�G�š�Œ�›�š�G�‰�Œ�•�•�Ž�G
�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�•�š�G�ˆ�•�G �Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�S�G�ž�•�•�Š�•�G�•�š�G�ˆ�G�š�—�Œ�Š�•�ˆ�“�G�’�•�•�‹�G�–�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�O�–�›�•�Œ�™�G
�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �‰�Œ�•�•�Ž�G" "," "= < �G �P�G �ž�•�•�Š�•�G �È�—�ˆ�™�›�•�›�•�–�•�š�É�G �•�ˆ�”�•�“�•�Œ�š�G �–�•�G �š�Œ�›�š�G �•�•�›�–�G �‹�•�š�‘�–�•�•�›�G

�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�Š�“�ˆ�š�š�Œ�š�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�Š�“�ˆ�š�š�Œ�š�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�Š�“�ˆ�š�š�Œ�š�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�Š�“�ˆ�š�š�Œ�š�U�U�U�U�G�G�m�–�™�G�›�•�Œ�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�GA B» �G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�š�Œ�›�š�G�š�›�œ�‹�•�Œ�‹�G�•�•�G
�›�•�•�š�G�š�Œ�Š�›�•�–�•�S�G�ž�Œ�G�ˆ�š�š�–�Š�•�ˆ�›�Œ�G�ˆ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�S�G�“�•�’�Œ�G�X�S�G�Y�S�G�Z�S�G�Î�G�›�–�G�Œ�ˆ�Š�•�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G
�Š�“�ˆ�š�š�U�G�G�v�•�Œ�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�Š�“�ˆ�š�š�G�ž�–�œ�“�‹�G�‰�Œ�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�È�X�É�S�G�ˆ�•�–�›�•�Œ�™�G�È�Y�É�G�ˆ�•�‹�G�š�–�G�–�•�U�G�G�{�•�Œ�G
�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�Š�“�ˆ�š�š�G�ž�Œ�G�Š�ˆ�“�“�G�È�\�É�G�ž�–�œ�“�‹�G�Š�–�•�š�•�š�›�G�–�•�G�ˆ�“�“�G�š�Œ�›�š�G�›�•�ˆ�›�G�•�ˆ�•�Œ�G�È�•�•�•�Œ�É�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G
�•�•�G�›�•�Œ�”�U�G�G

�G�G�G�G
�{�•�Œ�G �•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G �Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G �š�•�–�ž�š�G �•�›�G �•�š�G �•�–�›�G �ˆ�“�ž�ˆ� �š�G �•�Œ�Š�Œ�š�š�ˆ�™� �G �›�–�G �‹�Œ�”�–�•�š�›�™�ˆ�›�Œ�G �ˆ�•�G
�ˆ�“�Ž�Œ�‰�™�ˆ�•�Š�G�•�–�™�”�G�–�•�G�›�•�Œ�G�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•f �U�G�G�G

�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�[�[�[�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G�G�G�G�G�w�™�–�•�Œ�G �›�•�Œ�™�Œ�G �ˆ�™�Œ�G �‘�œ�š�›�G �ˆ�š�G �”�ˆ�•� �G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G{ }1,2,3,...N = �ˆ�š�G �›�•�Œ�™�Œ�G �ˆ�™�Œ�G

�•�•�›�Œ�Ž�Œ�™�š�G{ }0, 1, 2,...= ± ±� �U�G�G�{�•�ˆ�›�G�•�š�G»� � �U�G

�G
�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�{�•�Œ�G �‹�•�ˆ�Ž�™�ˆ�”�G �•�•�G �m�•�Ž�œ�™�Œ�G �[�G �•�“�“�œ�š�›�™�ˆ�›�Œ�š�G �•�•�Ž�œ�™�ˆ�›�•�•�Œ�“� �G �ˆ�G �–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G
�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G �‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G �›�•�Œ�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G� �G �ˆ�•�‹�G �›�•�Œ�G �•�•�›�Œ�Ž�Œ�™�š�G� �S�G �›�•�œ�š�G
�—�™�–�•�•�•�Ž�G �›�•�Œ�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G �ˆ�•�‹�G �•�•�›�Œ�Ž�Œ�™�š�G �•�ˆ�•�Œ�G �›�•�Œ�G �š�ˆ�”�Œ�G �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �U�G �{�•�Œ�G
�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�•�š�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G: 1 0, 2 1, 3 1, 4 2, 5 2, 6 3, ...» « « « - « « - «� � �G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
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�G
�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�u�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�u�œ�”�‰�Œ�™�š�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�p�•�›�Œ�Ž�Œ�™�š�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�[�G
�G

�p�•�G�Š�ˆ�š�Œ�G�–�•�Œ�G�‹�–�Œ�š�G�•�–�›�G�—�™�Œ�•�Œ�™�G�›�•�Œ�G�È�•�•�š�œ�ˆ�“�É�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�ˆ�š�G�š�•�–�ž�•�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�[�S�G
�–�•�Œ�G�Š�–�œ�“�‹�G�•�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�ˆ�Š�›�œ�ˆ�“�G�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�G:f ®� � �U�G�G�G�h�G�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�G:f ®� � �G�•�š�G�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )
, 0,2,4,...

2
1

, 1,3,5,...
2

n
n

f n
n

n

� =		
= 
 -� �	 - =� �	 � ��

�G

�G
�{�–�G�—�™�–�•�Œ�Gf �G�•�š�G�ˆ�G�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�S�G�ž�Œ�G�”�œ�š�›�G�š�•�–�ž�G�•�›�G�•�š�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�ˆ�•�‹�G�–�•�›�–�U�G�~�Œ�G�“�Œ�ˆ�•�Œ�G

�›�•�•�š�G�—�™�–�–�•�G�›�–�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�‹�Œ�™�U�G�O�z�Œ�Œ�G�w�™�–�‰�“�Œ�”�G�X�W�P�U�G
�G

�m�•�•�•�›�Œ�G�ˆ�•�‹�G�m�•�•�•�›�Œ�G�ˆ�•�‹�G�m�•�•�•�›�Œ�G�ˆ�•�‹�G�m�•�•�•�›�Œ�G�ˆ�•�‹�G�j�–�œ�•�›�j�–�œ�•�›�j�–�œ�•�›�j�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�ˆ�‰�“�ˆ�‰�“�ˆ�‰�“�Œ�G�Œ�G�Œ�G�Œ�G�p�•�•�•�•�•�›�Œ�G�z�Œ�›�š�G�p�•�•�•�•�•�›�Œ�G�z�Œ�›�š�G�p�•�•�•�•�•�›�Œ�G�z�Œ�›�š�G�p�•�•�•�•�•�›�Œ�G�z�Œ�›�š�G�G�G�G�G
�G
�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�G�G�G
�G
�G�G�G�2�G�G�G�h�G�š�Œ�›�GA �G�•�š�G�•�•�•�•�›�Œ�•�•�•�•�›�Œ�•�•�•�•�›�Œ�•�•�•�•�›�Œ�G�•�•�G�ˆ�•�‹�G�–�•�“� �G�•�•�GA = Æ�G�–�™�G�•�•�GA �G�•�š�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�›�–�G�ˆ�G�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�š�Œ�›�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�™�”�G{ }1,2,...,n n=� �G�•�–�™�G�š�–�”�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�Gn �U�G�p�•�G�G

�G�G�G�G�G�G�GA �G�•�š�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�›�–�Gn� �S�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�GA �G�•�ˆ�š�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �Gn �G�ˆ�•�‹�G�ž�Œ�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G�›�•�•�š�G�ˆ�š�GA n= �U�G�G�G

�G
�G�G�G�2�G�G�G�h�G�š�Œ�›�GA �G�•�š�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�•�•�G�•�›�G�•�š�G�•�–�›�G�•�•�•�•�›�Œ�U�G�G�G

�G�G�G�2�G�G�{�•�Œ�G�Œ�”�—�›� �G�š�Œ�›�Œ�”�—�›� �G�š�Œ�›�Œ�”�—�›� �G�š�Œ�›�Œ�”�—�›� �G�š�Œ�›�G�•�ˆ�š�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�¡�Œ�™�–�S�G�•�U�Œ�U�G0Æ = �U�G�G�G

�G
�G�G�G�2�G�G�G�h�G�š�Œ�›�G�›�•�ˆ�›�G�•�š�G�Œ�•�›�•�Œ�™�G�•�•�•�•�›�Œ�G�–�™�G�Š�ˆ�•�G�‰�Œ�G�—�œ�›�G�•�•�G�ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�ž�•�›�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�U�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�h�G�š�Œ�›�G�Š�ˆ�•�G�‰�Œ�G�—�œ�›�G�•�•�G�ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�ž�•�›�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�•�›�G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“� �G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“� �G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“� �G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“� �G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�U�G�G�G�p�•�G�ˆ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�•�š�G�•�–�›�G�•�•�•�•�›�Œ�S�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�•�›�G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�›�™�›�™�›�™�›�™�ˆ�•�š�•�•�•�•�›�Œ�ˆ�•�š�•�•�•�•�›�Œ�ˆ�•�š�•�•�•�•�›�Œ�ˆ�•�š�•�•�•�•�›�Œ�U�G�G�p�•�G�ˆ�G�š�Œ�›�G�•�š�G�•�–�›�G�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�G�•�›�G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�œ�•�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�œ�•�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�œ�•�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�œ�•�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�U�G�G
�G�G
�G�G�G�G�2�G�G�G�h�G�š�Œ�›�G�›�•�ˆ�›�G�Š�ˆ�•�G�‰�Œ�G�—�“�ˆ�Š�Œ�‹�G�•�•�G�ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�ž�•�›�•�G�G
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�G�G�G�G�G�G�G�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�•�š�G�ˆ�•�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�G�ž�•�–�š�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�•�š�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�ˆ�“�Œ�—�•�G�•�œ�“�“�ˆ�“�Œ�—�•�G�•�œ�“�“�ˆ�“�Œ�—�•�G�•�œ�“�“�ˆ�“�Œ�—�•�G�•�œ�“�“�X�X�X�X�S�G�ˆ�•�‹�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�‹�G�‰� �G0À �U�G�G�G

�G
�G
�G�z�Œ�›�š�G�–�•�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G0À �G�ˆ�™�Œ�G�›�•�–�š�Œ�G�š�Œ�›�š�G�ž�•�•�Š�•�G�Š�ˆ�•�G�‰�Œ�G�È�Š�–�œ�•�›�Œ�‹�É�G�–�™�G�ˆ�™�™�ˆ�•�Ž�Œ�‹�G�•�•�G�ˆ�G

�š�Œ�˜�œ�Œ�•�Š�Œ�G( )1 2, ,...S x x= �G�U�G

�G

�G
�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�[�[�[�G�G�G�O�G�G�G�O�G�G�G�O�G�G�G�O�m�•�•�•�›�Œ�G�ˆ�•�‹�G�p�•�•�•�•�•�›�Œ�G�m�•�•�•�›�Œ�G�ˆ�•�‹�G�p�•�•�•�•�•�›�Œ�G�m�•�•�•�›�Œ�G�ˆ�•�‹�G�p�•�•�•�•�•�›�Œ�G�m�•�•�•�›�Œ�G�ˆ�•�‹�G�p�•�•�•�•�•�›�Œ�G�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›�•�Œ�š�•�Œ�š�•�Œ�š�•�Œ�š�P�P�P�P�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G�G�G�G �2�2�2�2�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G{ }states in the U.S. 50A A= � = �G

�G�G�G�G�G �2�G�G�G{ }residents of Texas 500A A= � > �G

�G�G�G �2�G�G�G{ }2: 1 0 0A x x A= Î + = � =� �G

�G �2�G�G�G{ } 02,4,6,...A A= � =À �G

�G �2�G�G�G{ } 0: sin 0A x x A= Î = � =À� �G

�G
�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�G �G �p�›�G �•�š�G �›�•�Œ�G �ˆ�‰�•�“�•�›� �G �›�–�G �È�“�•�š�›�É�G �š�Œ�›�š�G �ˆ�š�G �ˆ�G �•�•�™�š�›�S�G �š�Œ�Š�–�•�‹�S�G �›�•�•�™�‹�S�G �Œ�›�Š�G �›�•�ˆ�›�G
�Š�•�ˆ�™�ˆ�Š�›�Œ�™�•�¡�Œ�š�G�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�G�š�Œ�›�š�U�G�G�G

�G�G�G�G
�G �{�•�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G» �G �›�Œ�“�“�š�G �œ�š�G �ž�•�Œ�•�G �›�ž�–�G �š�Œ�›�š�G �ˆ�™�Œ�G �›�•�Œ�G �š�ˆ�”�Œ�G �š�•�¡�Œ�S�G �‰�œ�›�G �ž�Œ�G �ˆ�“�š�–�G
�ž�ˆ�•�›�G �›�–�G �’�•�–�ž�G �ž�•�Œ�•�G �–�•�Œ�G �š�Œ�›�G �•�š�G �š�”�ˆ�“�“�Œ�™�G �–�™�G �“�ˆ�™�Ž�Œ�™�G �›�•�ˆ�•�G �ˆ�•�–�›�•�Œ�™�G �š�Œ�›�U�G �G �{�•�Œ�G
�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�”�ˆ�’�Œ�š�G�›�•�ˆ�›�G�—�™�Œ�Š�•�š�Œ�U�G
�G

�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�a�G�G�a�G�G�a�G�G�v�™�‹�Œ�™�•�•�Ž�G�v�™�‹�Œ�™�•�•�Ž�G�v�™�‹�Œ�™�•�•�Ž�G�v�™�‹�Œ�™�•�•�Ž�G�j�ˆ�™�‹�j�ˆ�™�‹�j�ˆ�™�‹�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›�•�Œ�š�•�•�ˆ�“�•�›�•�Œ�š�•�•�ˆ�“�•�›�•�Œ�š�•�•�ˆ�“�•�›�•�Œ�š�G�G�n�•�•�Œ�•�G�›�ž�–�G�š�Œ�›�š�G,A B�S�G�ž�Œ�G�š�ˆ� �G�›�•�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G

�–�•�GA �G�•�š�G�“�Œ�š�š�G�›�•�ˆ�•�G�–�™�G�Œ�˜�œ�ˆ�“�“�Œ�š�š�G�›�•�ˆ�•�G�–�™�G�Œ�˜�œ�ˆ�“�“�Œ�š�š�G�›�•�ˆ�•�G�–�™�G�Œ�˜�œ�ˆ�“�“�Œ�š�š�G�›�•�ˆ�•�G�–�™�G�Œ�˜�œ�ˆ�“�G�›�–�›�–�›�–�›�–�G�›�•�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�–�•�GB �S�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�‹�GA B£ �S�G�G�•�•�G�ˆ�•�‹�G�–�•�“� �G

�•�•�G �›�•�Œ�™�Œ�G �Œ�Ÿ�•�š�›�š�G �ˆ�G �–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�T�T�T�T�›�–�›�–�›�–�›�–�T�T�T�T�–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�–�•�Œ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f A B® �G �O�•�U�Œ�U�G �ˆ�G �–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G

�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�GA �G �ˆ�•�‹�G�ˆ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�G �–�•�GB �P�U�G�G�G�p�•�GA B£ �G �G�‰�œ�›�G �›�•�Œ� �G �‹�–�G�•�–�›�G

�•�ˆ�•�Œ�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �S�G�ž�Œ�G�š�ˆ� �G�›�•�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�–�•�GA �G�•�š�G�š�š�š�š�›�™�•�Š�›�“� �G�›�™�•�Š�›�“� �G�›�™�•�Š�›�“� �G�›�™�•�Š�›�“� �G�“�Œ�š�š�G�“�Œ�š�š�G�“�Œ�š�š�G�“�Œ�š�š�G�›�•�ˆ�•�G�›�•�Œ�G

�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�–�•�GB �S�G�ˆ�•�‹�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G�›�•�•�š�G�‰� �GA B< ��� �G

                                                 
1 À  is the first letter in the Hebrew alphabet and pronounced Aleph. . 0À is pronounced Aleph-null or 

Aleph-naught, and denotes the smallest infinity. 
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�G
�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G �ˆ�•�‹�G �v�™�‹�•�•�ˆ�“�G �u�œ�”�‰�Œ�™�š�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G �ˆ�•�‹�G �v�™�‹�•�•�ˆ�“�G �u�œ�”�‰�Œ�™�š�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G �ˆ�•�‹�G �v�™�‹�•�•�ˆ�“�G �u�œ�”�‰�Œ�™�š�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G �ˆ�•�‹�G �v�™�‹�•�•�ˆ�“�G �u�œ�”�‰�Œ�™�š�a�a�a�a�G �G �u�œ�”�‰�Œ�™�š�G �ˆ�™�Œ�G �œ�š�Œ�‹�G �•�•�G �›�ž�–�G �‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�G �ž�ˆ� �š�U�G�G
�u�œ�”�‰�Œ�™�š�G�Š�ˆ�•�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G�È�•�–�ž�G�”�ˆ�•� �É�G�ˆ�•�‹�G�È�ž�•�•�Š�•�G�–�•�Œ�U�É�G�G�m�–�™�G�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�S�G�›�•�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�Z�G
�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�ˆ�G �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�G�ž�•�Œ�•�G�ž�Œ�G�š�ˆ� �G�›�•�Œ�G�È�›�•�™�Œ�Œ�G�“�•�›�›�“�Œ�G�—�•�Ž�š�S�É�G�G�‰�œ�›�G�ž�•�Œ�•�G�ž�Œ�G
�š�ˆ� �G �È�›�•�Œ�G �›�•�•�™�‹�G �“�•�›�›�“�Œ�G �—�•�Ž�G �‰�œ�•�“�›�G �•�•�š�G �•�–�œ�š�Œ�G �–�œ�›�G �–�•�G �‰�™�•�Š�’�š�S�É�G �G �›�•�Œ�G �•�œ�”�‰�Œ�™�G �›�•�™�Œ�Œ�G �O�–�™�G
�›�•�•�™�‹�P�G�•�š�G�ˆ�•�G �–�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�–�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�–�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�–�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�U�G�G�G�{�•�Œ�G�š�Œ�˜�œ�Œ�•�Š�Œ�G�X�S�Y�S�Z�S�Î�G�•�š�G�ˆ�G �š�Œ�˜�œ�Œ�•�Š�Œ�G�–�•�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�G
�•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G�›�•�Œ�G�š�Œ�˜�œ�Œ�•�Š�Œ�G�•�•�™�š�›�S�G�š�Œ�Š�–�•�‹�S�G�›�•�•�™�‹�S�G�Î�G�•�š�G�ˆ�G�š�Œ�˜�œ�Œ�•�Š�Œ�G�–�•�G�–�™�‹�•�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G

�G�G�G�G
�{�•�Œ�–�™�Œ�”�G�{�•�Œ�–�™�Œ�”�G�{�•�Œ�–�™�Œ�”�G�{�•�Œ�–�™�Œ�”�G�X�X�X�X�G�O�G�O�G�O�G�O0À �G�•�š�G�›�•�Œ�G�z�”�ˆ�“�“�Œ�š�›�G�p�•�•�•�•�•�›� �P�G�•�š�G�›�•�Œ�G�z�”�ˆ�“�“�Œ�š�›�G�p�•�•�•�•�•�›� �P�G�•�š�G�›�•�Œ�G�z�”�ˆ�“�“�Œ�š�›�G�p�•�•�•�•�•�›� �P�G�•�š�G�›�•�Œ�G�z�”�ˆ�“�“�Œ�š�›�G�p�•�•�•�•�•�›� �P�G�G�G�G

�G�G�G�G
�G �u�–�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�G�•�ˆ�š�G�ˆ�G�š�”�ˆ�“�“�Œ�™�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�›�•�ˆ�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G
�w�™�–�–�•�G�w�™�–�–�•�G�w�™�–�–�•�G�w�™�–�–�•�G�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�G�s�Œ�›�GS �G�‰�Œ�G�ˆ�•�G�ˆ�™�‰�•�›�™�ˆ�™� �G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�G�O�‹�Œ�•�œ�”�Œ�™�ˆ�‰�“�Œ�G�–�™�G�œ�•�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�P�U�G�G�G�p�›�G�•�š�G
�Š�“�Œ�ˆ�™�G�ž�Œ�G�Š�ˆ�•�G�›�ˆ�’�Œ�G�ˆ�ž�ˆ� �G�–�•�Œ�G�–�•�G�•�›�š�G�”�Œ�”�‰�Œ�™�š�S�G�š�ˆ� �G1s �G�ž�•�›�•�–�œ�›�G�Œ�”�—�›� �•�•�ŽS �U�G�G�~�Œ�G

�Š�ˆ�•�G �›�•�Œ�•�G �›�ˆ�’�Œ�G �–�œ�›�G �ˆ�•�–�›�•�Œ�™�G �”�Œ�”�‰�Œ�™�G2s �G �ž�•�›�•�–�œ�›�G �Œ�”�—�›� �•�•�ŽS �U�G �j�–�•�›�•�•�œ�•�•�Ž�G �›�•�•�š�G

�—�™�–�Š�Œ�š�š�S�G�ž�Œ�G�Š�ˆ�•�G�›�ˆ�’�Œ�G�–�œ�›�G�ˆ�G�‹�Œ�•�œ�”�Œ�™�ˆ�‰�“�Œ�G�š�Œ�˜�œ�Œ�•�Š�Œ�G{ }1 2, ,...s s �ž�•�›�•�–�œ�›�G�Œ�”�—�›� �•�•�Ž�G

S �U�G�G�G�{�•�•�š�G�š�ˆ� �š�G�›�•�ˆ�›�G�Œ�•�Œ�™� �G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�G�Š�–�•�›�ˆ�•�•�š�G�ˆ�G�‹�Œ�•�œ�”�Œ�™�ˆ�‰�“�Œ�G�—�™�–�—�Œ�™�G�š�œ�‰�š�Œ�›�S�G
�ž�•�•�Š�•�G�”�Œ�ˆ�•�š�G�›�•�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�–�•�G�ˆ�G�‹�Œ�•�œ�”�Œ�™�ˆ�‰�“�Œ�G�š�Œ�›�G�Š�ˆ�•�G�•�–�›�G�‰�Œ�G�Ž�™�Œ�ˆ�›�Œ�™�G�›�•�ˆ�•�G�›�•�Œ�G
�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�–�•�G�ˆ�•� �G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�U�G�G�o�Œ�•�Š�Œ�S�G0À �G�•�›�G�•�š�G�›�•�Œ�G�š�”�ˆ�“�“�Œ�š�›�G�›�™�ˆ�•�š�•�•�•�•�›�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�U�G�G

�G
�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�G �G �{�•�Œ�G �š� �”�‰�–�“�G" "¥ �S�G �›�•�Œ�G �™�Œ�ˆ�‹�Œ�™�G �•�š�G �ž�Œ�“�“�G �ˆ�ž�ˆ�™�Œ�G �–�•�G �•�™�–�”�G �Š�ˆ�“�Š�œ�“�œ�š�S�G �‹�–�Œ�š�G�•�–�›�G
�”�Œ�ˆ�•�›�G�›�–�G�š�›�ˆ�•�‹�G�•�–�™�G�ˆ�•�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G�š�Œ�›�U�G�G�{�•�Œ�G�—�•�™�ˆ�š�Œ�Gx ® ¥ �G�š�•�”�—�“� �G�™�Œ�•�Œ�™�š�G�›�–�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�Š�›�G
�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�™�•�ˆ�‰�“�Œ�Gx �G�Ž�™�–�ž�š�G�ž�•�›�•�–�œ�›�G�‰�–�œ�•�‹�U�G�G�G�G

�G
�v�•�Œ�G �–�•�G �›�•�Œ�G �•�ˆ�š�Š�•�•�ˆ�›�•�•�Ž�G �—�™�–�—�Œ�™�›�•�Œ�š�G �–�•�G �•�•�•�•�•�•�›�Œ�G �š�Œ�›�š�G�•�š�G �•�–�ž�G �–�•�Œ�G �š�Œ�›�G �›�•�ˆ�›�G

�š�Œ�Œ�”�š�G�š�–�G�”�œ�Š�•�G�“�ˆ�™�Ž�Œ�™�G�›�•�ˆ�•�G�ˆ�•�–�›�•�Œ�™�G�•�š�G�ˆ�Š�›�œ�ˆ�“�“� �G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�š�•�¡�Œ�G�–�™�G�Œ�•�Œ�•�G�š�”�ˆ�“�“�Œ�™�H�G�G

�j�ˆ�•�›�–�™�G�ž�–�•�‹�Œ�™�Œ�‹�G�ˆ�‰�–�œ�›�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�•�Œ�G�š�•�¡�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G{ }1,2,3,...=� �G

�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G{ }/ : , , 0p q p q q+ = Î ¹� � �U�G�G�j�Œ�™�›�ˆ�•�•�“� �G�›�•�Œ�™�Œ�G�”�œ�š�›�G�‰�Œ�G

�”�–�™�Œ�G �™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G �›�•�ˆ�•�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�b�G �ˆ�•�›�Œ�™�G �ˆ�“�“�G �•�›�G �Š�ˆ�•�G �‰�Œ�G �—�™�–�•�Œ�•�G �›�•�ˆ�›�G
�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�ˆ�•� �G�›�ž�–�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G�š�ˆ� �G�X�G�ˆ�•�‹�G�X�U�W�W�W�W�W�W�W�W�X�S�G�›�•�Œ�™�Œ�G�ˆ�™�Œ�G�ˆ�•�G�•�•�•�•�•�•�›�Œ�G
�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�H�G�G�G�z�–�G�ž�•�ˆ�›�G�•�š�G�›�•�Œ�G�ˆ�•�š�ž�Œ�™�f�G
�G
�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�j�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�y�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�u�œ�”�‰�Œ�™�š�•�›� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�y�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�u�œ�”�‰�Œ�™�š�•�›� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�y�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�u�œ�”�‰�Œ�™�š�•�›� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�y�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�u�œ�”�‰�Œ�™�š�G�G�G�G
�G�G�G�G

�v�•�•�•�ˆ�•�‹�G�”�–�š�›�G�—�Œ�–�—�“�Œ�G�ž�–�œ�“�‹�G�š�ˆ� �G�›�•�Œ�™�Œ�G�ˆ�™�Œ�G�È�”�–�™�Œ�É�G�™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�›�•�ˆ�•�G
�•�•�›�Œ�Ž�Œ�™�š�S�G �‰�œ�›�G �•�•�G �›�•�Œ� �G �‹�•�‹�G �›�•�Œ� �G �ž�–�œ�“�‹�G �‰�Œ�G �ž�™�–�•�Ž�G �œ�š�•�•�Ž�S�G �ˆ�›�G �“�Œ�ˆ�š�›�G �œ�š�•�•�Ž�G �j�ˆ�•�›�–�™�Å�š�G
�š� �š�›�Œ�”�G �–�•�G �”�Œ�ˆ�š�œ�™�Œ�U�G �G �j�ˆ�•�›�–�™�G �•�–�œ�•�‹�G �ˆ�•�G �•�•�Ž�Œ�•�•�–�œ�š�G �”�ˆ�›�Š�•�G �œ�—�Y�G �‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G �›�•�Œ�G
�•�•�›�Œ�Ž�Œ�™�š�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�ž�•�•�Š�•�G�•�š�G�•�“�“�œ�š�›�™�ˆ�›�Œ�‹�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�[�U�G�G

                                                 
�Y�G�h�G�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�›�ž�–�G�š�Œ�›�š�G�•�Œ�Œ�‹�G�•�–�›�G�‰�Œ�G�ˆ�•�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�b�G�‰�œ�›�G�š�•�”�—�“� �G�ˆ�G�‹�Œ�”�–�•�š�›�™�ˆ�›�•�–�•�G�›�•�ˆ�›�G
�•�›�G�•�š�G�ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�š�Œ�›�š�U�G�G�v�•�›�Œ�•�G�›�•�•�š�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�•�š�G�‹�–�•�Œ�G�ž�•�›�•�G
�ˆ�G�•�•�š�œ�ˆ�“�G�‹�•�ˆ�Ž�™�ˆ�”�U�G�G
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�G�G

�G �G

�v�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�j�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�›�•�Œ�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�u�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�u�œ�”�‰�Œ�™�š�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�y�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�u�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�[�G

�v�‰�š�Œ�™�•�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�Œ�•�Œ�™� �G�—�–�š�š�•�‰�“�Œ�G�O�—�–�š�•�›�•�•�Œ�P�G�•�™�ˆ�Š�›�•�–�•�G/ , 0p q q¹ �G�•�š�G�“�•�š�›�Œ�‹�G�•�•�G�›�•�Œ�G�ˆ�™�™�ˆ� �G

�•�•�G �m�•�Ž�œ�™�Œ�G �[�G �•�•�G � �–�œ�G �Š�–�•�›�•�•�œ�Œ�G �•�•�‹�Œ�•�•�•�•�›�Œ�“� �G �‹�–�ž�•�ž�ˆ�™�‹�š�G�ˆ�•�‹�G �›�–�G �›�•�Œ�G �™�•�Ž�•�›�U�G �G �z�–�”�Œ�G
�•�™�ˆ�Š�›�•�–�•�G �ˆ�™�Œ�G �‹�œ�—�“�•�Š�ˆ�›�•�–�•�š�S�G �š�œ�Š�•�G �ˆ�š�G2 / 2 3/ 3= �G �ˆ�•�‹�G1/ 3 3/ 9= �G �‰�œ�›�G �›�•�ˆ�›�G �•�š�G �–�’�G �•�–�™�G
�–�œ�™�G�—�œ�™�—�–�š�Œ�š�U�G�G�G�j�ˆ�•�›�–�™�G�•�–�ž�G �‰�Œ�Ž�•�•�š�G �›�•�Œ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G
�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�‰� �G�Š�–�œ�•�›�•�•�Ž�G�È�X�É�G�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�—�–�•�•�›�G�X�V�X�G
�•�•�G�›�•�Œ�G�ˆ�™�™�ˆ� �S�G�›�•�Œ�•�G�È�Y�É�G�ˆ�›�G�X�V�Y�S�G�ˆ�•�‹�G�š�–�G�–�•�S�G�”�–�•�•�•�Ž�G�ˆ�“�–�•�Ž�G�›�•�Œ�G�•�•�‹�•�Š�›�Œ�‹�G�—�ˆ�›�•�G�G�ˆ�•�‹�G
�š�’�•�—�—�•�•�Ž�G�–�•�Œ�™�G�›�•�Œ�G�‹�œ�—�“�•�Š�ˆ�›�Œ�š�U�G�G�{�•�•�š�G� �•�Œ�“�‹�š�G�›�•�Œ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G�G
�G

�X�G �Y�G �Z�G �[�G �\�G �]�G �^�G �Î�G
� �G � �G � �G � �G � �G � �G � �G � �G

�X�V�X�G �X�V�Y�G �Y�V�X�G �Z�V�X�G �X�V�Z�G �X�V�[�G �Z�V�Y�G �Î�G
�G
�m�™�–�”�G �›�•�•�š�G �j�ˆ�•�›�–�™�G �Š�–�•�Š�“�œ�‹�Œ�‹�G �›�•�ˆ�›�G �›�•�Œ�G �™�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G �ˆ�•�‹�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G �•�ˆ�•�Œ�G �›�•�Œ�G
�š�ˆ�”�Œ�G �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �S�G �›�•�Œ�G �Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G0À �G �–�•�G �›�•�Œ�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G �G �s�•�’�Œ�G �ž�Œ�G �š�ˆ�•�‹�S�G

�›�•�•�•�Ž�š�G�Ž�Œ�›�G�š�›�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�•�•�G�j�ˆ�•�›�–�™�Å�š�G�ž�–�™�“�‹�G�–�•�G�•�•�•�•�•�•�›� �U�G�G�G�G
�G



Section 2.4                                                                                       Countable Infinity 11 

�G
�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�G�G�G�G
�G�G�G�G

�X�U�G�G�~�•�•�Š�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�š�Œ�›�š�G�ˆ�™�Œ�G�•�•�•�•�›�Œ�f�G�G�p�•�G�—�–�š�š�•�‰�“�Œ�G�•�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�•�•�ˆ�“�•�›� �G�–�•�G�G�G�G
�G�G�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�š�G
�G

�ˆ�P�G�G �›�•�Œ�G�š�›�ˆ�™�š�G�•�•�G�›�•�Œ�G�t�•�“�’� �G�~�ˆ� �G
�‰�P�G�G �›�•�Œ�G�ˆ�›�–�”�š�G�•�•�G�ˆ�G�Ž�™�ˆ�•�•�G�–�•�G�š�ˆ�•�‹�G

�Š�P�G �›�•�Œ�G�š�–�“�œ�›�•�–�•�š�G�–�•�G7 55 1 0x x x+ + + = �G
�‹�P�G �›�•�Œ�G�™�–�œ�•�‹�G�›�™�•�—�G�—�ˆ�›�•�š�G�ˆ�™�–�œ�•�‹�G�›�•�Œ�G�|�U�z�U�G�•�•�š�•�›�•�•�Ž�G�Œ�ˆ�Š�•�G�š�›�ˆ�›�Œ�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�Š�ˆ�—�•�›�ˆ�“�G�Œ�Ÿ�ˆ�Š�›�“� �G�–�•�Š�Œ�G�G
�G
�Œ�P�G �•�•�•�Œ�G�Š�ˆ�™�‹�G�•�ˆ�•�‹�š�G�‹�Œ�ˆ�“�›�G�•�™�–�”�G�ˆ�G�‹�Œ�Š�’�G�–�•�G�\�Y�G�Š�ˆ�™�‹�š�G

�•�P�G �—�™�•�”�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�Ž�™�Œ�ˆ�›�Œ�™�G�›�•�ˆ�•�G1010 �G
�G

�Ž�P�G �—�–�•�•�›�š�G( ),m n �•�•�G�›�•�Œ�G�—�“�ˆ�•�Œ�G�ž�•�Œ�™�Œ�G�›�•�Œ�G�Š�–�–�™�‹�•�•�ˆ�›�Œ�š�G,m n�ˆ�™�Œ�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�•�•�›�Œ�Ž�Œ�™�š�G
�G

�•�P�G { }2:  is oddn nÎ � �G

�•�P�G { }:  is even and primen nÎ � �G

�‘�P�G { }2: 1 0n n nÎ - + >� �G

�G

�G�Y�U�G�G�G�n�•�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�š�G{ }, ,A a b c= �S�G { }1,2,3B = �S�G�ˆ�•�‹�G{ }, , ,C A B C D= �S�G�š�•�–�ž�G

�G
�G �ˆ�P�G�G�G�GA B» �G
�G �‰�P�G�G�GA �G�ˆ�•�‹�GC �G�ˆ�™�Œ�G�•�–�›�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�U�G
�G

�Z�U�G�G�G�z�•�–�ž�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�œ�•�•�–�•�G�–�•�G�›�ž�–�G�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�G�š�Œ�›�š�G�•�š�G�Š�–�œ�•�›�ˆ�‰�“�Œ�U�G�G
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Section 2.4                                                                                       Countable Infinity 12 
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( ) ( )

(i)                                         (reflexive)

(ii)                          (symmetric)

(iii)     (transitive)
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