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"When two objects, qualities, classes, or attributes, viewed together by the mind, are 
seen under some connection, that connection is called a relation." 
 
                                                                                    … Augustus De Morgan 
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�G �~�Œ�G�—�™�–�•�Œ�G�ˆ�P�U�G�G�{�•�Œ�G�—�™�–�–�•�š�G�–�•�G�‰�P�S�G�Š�P�G�ˆ�•�‹�G�‹�P�G�ˆ�™�Œ�G�“�Œ�•�›�G�›�–�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�‹�Œ�™�U�G�G�{�–�G�—�™�–�•�Œ�G

�—�ˆ�™�›�G �ˆ�P�G �•�–�›�Œ�G �›�•�ˆ�›�G �‰�–�›�•�G �š�Œ�›�š�G( )A B C´ È �G �ˆ�•�‹�G( ) ( )A B A C´ È ´ �G �ˆ�™�Œ�G �š�Œ�›�š�G �–�•�G

�–�™�‹�Œ�™�Œ�‹�G�—�ˆ�•�™�š�S�G�ž�•�Œ�™�Œ�G�›�•�Œ�•�™�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G�ˆ�™�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�™�”�G( ),x y �U�G�G�u�–�™�”�ˆ�“�“� �S�G�ˆ�G�—�™�–�–�•�G

�š�•�–�ž�•�•�Ž�G �›�•�Œ�G �Œ�˜�œ�ˆ�“�•�›� �G �–�•�G �›�ž�–�G �š�Œ�›�š�G �™�Œ�˜�œ�•�™�Œ�š�G �›�ž�–�G �š�Œ�—�ˆ�™�ˆ�›�Œ�G �—�™�–�–�•�š�S�G �ž�•�Œ�™�Œ�G �–�•�Œ�G
�—�™�–�•�Œ�š�G�Œ�ˆ�Š�•�G�š�Œ�›�G�•�š�G�ˆ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�G�–�•�G�›�•�Œ�G�–�›�•�Œ�™�S�G�‰�œ�›�G�•�•�G�›�•�•�š�G�Š�ˆ�š�Œ�G�ž�Œ�G�Š�ˆ�•�G�Ž�–�G�È�•�–�™�ž�ˆ�™�‹�É�G
�ˆ�•�‹�G�È�‰�ˆ�Š�’�ž�ˆ�™�‹�š�É�G�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�›�•�”�Œ�U�G�G�~�ˆ�›�Š�•�G�Š�ˆ�™�Œ�•�œ�“�“� �U�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

,  and 

 and  or 

 and   or  and  

,  or ,

, .

x y A B C x A y B C

x A y B y C

x A y B x A y C

x y A B x y A C

x y A B A C

Î ´ È Û Î Î È

Û Î Î Î

Û Î Î Î Î

Û Î ´ Î ´

Û Î ´ È ´
�G

�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�G �G�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�G �G�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�G �G�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�G �G �G �j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �—�™�–�‹�œ�Š�›�š�G �ˆ�™�Œ�G �ˆ�“�š�–�G �Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G �‹�‹�‹�‹�•�™�Œ�Š�›�G �—�™�–�‹�œ�Š�›�š�•�™�Œ�Š�›�G �—�™�–�‹�œ�Š�›�š�•�™�Œ�Š�›�G �—�™�–�‹�œ�Š�›�š�•�™�Œ�Š�›�G �—�™�–�‹�œ�Š�›�š�G �–�™�G �Š�Š�Š�Š�™�–�š�š�G�™�–�š�š�G�™�–�š�š�G�™�–�š�š�G
�—�™�–�‹�œ�Š�›�š�—�™�–�‹�œ�Š�›�š�—�™�–�‹�œ�Š�›�š�—�™�–�‹�œ�Š�›�š�U�G�G�G�G�G
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�G
�}�•�š�œ�ˆ�“�•�¡�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G( ) ( ) ( )A B C A B A C´ È = ´ È ´ �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�G
�G
�z�•�•�Š�Œ�G�ˆ�“�“�G�›�•�Œ�G�“�–�Ž�•�Š�ˆ�“�G�Š�–�•�•�Œ�Š�›�•�•�Œ�š�G�•�•�G�›�•�Œ�G�—�™�–�–�•�G�ˆ�™�Œ�G�È�•�•�G�ˆ�•�‹�G�–�•�“� �G�•�•�É�G� �–�œ�G�Š�ˆ�•�G�š�›�ˆ�™�›�G
�Œ�•�›�•�Œ�™�G�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�›�–�—�G�–�™�G�‰�–�›�›�–�”�G�–�•�G�›�•�Œ�G�ˆ�™�Ž�œ�”�Œ�•�›�G�ˆ�•�‹�G�ž�–�™�’�G�›�–�G�›�•�Œ�G�–�›�•�Œ�™�G�Œ�•�‹�U�G�G�t�ˆ�•� �G
�—�™�–�–�•�š�G�š�•�–�ž�•�•�Ž�G�›�•�Œ�G�Œ�˜�œ�ˆ�“�•�›� �G�–�•�G�š�Œ�›�š�G�ž�–�™�’�G�•�•�G�›�•�•�š�G�”�ˆ�•�•�Œ�™�U�G�G�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�G�—�™�–�•�•�‹�Œ�š�G�ˆ�G
�•�•�š�œ�ˆ�“�•�¡�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G�›�•�•�š�G�•�‹�Œ�•�›�•�›� �G�ˆ�“�›�•�–�œ�Ž�•�G�•�•�G�Ž�Œ�•�Œ�™�ˆ�“�G, ,A B C�G�•�Œ�Œ�‹�G�•�–�›�G�‰�Œ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�š�G�–�•�G

�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G
�G�G�G�G �G�G�G�G
�t�ˆ�™�Ž�t�ˆ�™�Ž�t�ˆ�™�Ž�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�•�•�G �u�–�›�Œ�a�•�•�G �u�–�›�Œ�a�•�•�G �u�–�›�Œ�a�G �G �y�Œ�ˆ�‹�Œ�™�š�G �ˆ�™�Œ�G �ˆ�“�™�Œ�ˆ�‹� �G �•�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�G �ž�•�›�•�G �›�•�Œ�G �”�–�š�›�G �—�–�—�œ�“�ˆ�™�G �j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G

�—�™�–�‹�œ�Š�›�S�G�ž�•�•�Š�•�G�•�š�G2 º ´� � � �S�G�›�•�Œ�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�—�“�ˆ�•�Œ�U�G�G
�G
�p�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Z�G�ž�Œ�G�•�ˆ�•�Œ�G�‹�™�ˆ�ž�•�G�š�–�”�Œ�G�›� �—�•�Š�ˆ�“�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�—�™�–�‹�œ�Š�›�š�U�G
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�G�G�G�G
�{� �—�•�Š�ˆ�“�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�w�™�–�‹�œ�Š�›�š�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Z�G
�G�G�G�G
�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G �h�G�O�‰�•�•�ˆ�™� �P�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�š�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�›�•�ˆ�›�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�š�G�›�™�œ�›�•�G�•�ˆ�“�œ�Œ�š�G�O�›�™�œ�Œ�G�–�™�G�•�ˆ�“�š�Œ�P�G�›�–�G
�›�ž�–�G�•�•�‹�•�•�•�‹�œ�ˆ�“�š�S�G�ž�•�•�Š�•�G�Š�ˆ�•�G�‰�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G�š�Œ�›�š�S�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�ˆ�•�‹�G�š�–�G�–�•�U�G�G�~�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G
�•�ˆ�“�œ�Œ�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�Œ�‹�G�•�š�G�›�™�œ�Œ�S�G�ž�Œ�G�š�ˆ� �G�›�•�Œ�G�•�•�‹�•�•�•�‹�œ�ˆ�“�š�G�ˆ�™�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�S�G�“�•�’�Œ�G�•�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G

�ž�Œ�™�Œ�G�È�•�š�G�“�Œ�š�š�G�›�•�Œ�•�É�G�›�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�—�ˆ�•�™�G�–�•�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G( )2,3 �G�ž�–�œ�“�‹�G�‰�Œ�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�Œ�‹�G�È�›�™�œ�Œ�É�G

�š�•�•�Š�Œ�G2 3< �U�G �G�{�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�‹�Œ�™�G�•�š�G �ˆ�“�™�Œ�ˆ�‹� �G�•�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�G�ž�•�›�•�G�”�ˆ�•� �G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�S�G�š�œ�Š�•�G �ˆ�š�G �›�•�Œ�G

�Œ�˜�œ�ˆ�“�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G" "= �G�ž�•�•�Š�•�G�ž�–�œ�“�‹�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�G�ˆ�G�›�™�œ�›�•�G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�›�–�G�›�•�Œ�G�—�ˆ�•�™�G( )3,3 �G�‰�œ�›�G�•�–�›�G

�›�•�Œ�G�—�ˆ�•�™�G( )3,4 �U�G�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�“�š�–�G�–�Š�Š�œ�™�G�–�œ�›�š�•�‹�Œ�G�–�•�G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�š�G�ˆ�š�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G

�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�U�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

John is taller than Jerry

Susan is the daughter of John

Harry loves Susan

Des Moines is a city in Iowa

�

�

�

�

�G�G

�G
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�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�Š�ˆ�•�G�‰�Œ�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�”�š�Œ�“�•�Œ�š�S�G�“�•�’�Œ�G2 3< �S�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�—�Œ�–�—�“�Œ�G
�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�”�š�Œ�“�•�Œ�š�S�G�ˆ�•�‹�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�ˆ�G�Š�•�›� �G�ˆ�•�‹�G�ˆ�G�š�›�ˆ�›�Œ�U�G�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

John  Jerry "is taller than"

2 3 " "

Susan John                "is the daughter of "

R R

R R

R R

=

= <

=

�

�

�

�G

�G
�G�{�•�•�š�G�”�–�›�•�•�ˆ�›�Œ�š�G�›�•�Œ�G�Ž�Œ�•�Œ�™�ˆ�“�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�U�G�G
�G
�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�a�a�a�G�G�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G
�G�G�G�G�G�G�s�Œ�›�G�h�G�ˆ�•�‹�G�i �G�G�‰�Œ�G�š�Œ�›�š�G�ˆ�•�‹�GA B´ �G�›�•�Œ�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�—�™�–�‹�œ�Š�›�U�G�G�h�G�‰�•�•�ˆ�™� �‰�•�•�ˆ�™� �‰�•�•�ˆ�™� �‰�•�•�ˆ�™� �G�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G
�•�™�–�”�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G�h�G�›�–�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G�i �G�S�G�ž�•�•�Š�•�G�ž�Œ�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G�‰� �GR �S�G�•�š�G�ˆ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�G�–�•�GA B´ �U�G�p�•�G
( , )x y RÎ �G�ž�Œ�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G�›�•�•�š�G�‰� �G�ž�™�•�›�•�•�Ž�GxRy�S�G�ž�•�Œ�™�Œ�G�ž�Œ�G�š�ˆ� �G�Èx �G�ˆ�•�‹�Gy �G�ˆ�™�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�G

( �™�Œ�“�ˆ�›�•�•�Œ�G�›�–�G)R �U�G�G�p�•�G( ),x y RÏ �ž�Œ�G�š�ˆ� �G�›�•�ˆ�›�Gx �G�ˆ�•�‹�Gy �G�ˆ�™�Œ�G�•�–�›�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�S�G�›�•�•�š�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G

�›�•�•�š�G�‰� xRy �U�G�G�G�p�•�G�Š�ˆ�š�Œ�GA B= �G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�G�h�G�›�–�G�h�G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G�h�U�G�G�G

�{�•�Œ�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G�•�•�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�GR �G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�Ž�™�ˆ�—�•�Ž�™�ˆ�—�•�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�U�G�G�G�G
�G
�G�G�G�G�G�G�G�€�–�œ�G�Š�ˆ�•�G�›�•�•�•�’�G�–�•�G�ˆ�G�‰�•�•�ˆ�™� �G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�ˆ�š�G�ˆ�•�G�–�—�Œ�™�ˆ�›�•�–�•�G�›�•�ˆ�›�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�š�G�Œ�•�›�•�Œ�™�GT �G�–�™�G
F �G�O�–�™�G�X�G�–�™�G�W�P�G�›�–�G�›�•�Œ�G�—�ˆ�•�™�G�–�•�G�–�‰�‘�Œ�Š�›�š�U�G�G�p�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�•�š�G�›�™�œ�Œ�G�ž�Œ�G�š�ˆ� �G�›�•�Œ�G�–�‰�‘�Œ�Š�›�š�G�ˆ�™�Œ�G
�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�S�G�•�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�•�š�G�•�ˆ�“�š�Œ�G�›�•�Œ�G�–�‰�‘�Œ�Š�›�š�G�ˆ�™�Œ�G�•�–�›�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�U�G�G�G
�G�G
�G
�G
�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G �u�–�›�Œ�a�G �G �G �{�•�Œ�G �‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G �–�•�G �ˆ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �Š�ˆ�•�G �‰�Œ�G �ˆ�G �‰�•�›�G �Š�–�•�•�œ�š�•�•�Ž�G �ˆ�›�G �•�•�™�š�›�S�G
�›�•�•�•�’�•�•�Ž�G�–�•�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�ˆ�š�G�‰�–�›�•�G�ˆ�G�š�Œ�›�G�G�O�•�U�Œ�U�G�š�œ�‰�š�Œ�›�G�–�•�G�ˆ�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�—�™�–�‹�œ�Š�›�P�G�ˆ�•�‹�G�ˆ�š�G
�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G�›�•�•�•�Ž�š�S�G�“�•�’�Œ�G�È�d�É�S�G�È�c�É�S�G�È�“�–�•�Œ�š�É�G�ˆ�•�‹�G�š�–�G�–�•�U�U�G�G�q�œ�š�›�G�™�Œ�ˆ�“�•�¡�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�•�•�G

�ˆ�G�—�–�•�•�›�G( ),x y RÎ �G�›�•�Œ�•�G�ž�Œ�G�–�•�›�Œ�•�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G�›�•�•�š�G�‰� �G�ž�™�•�›�•�•�Ž�GxRy�U�G�G

�G

�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�G�G�G ( ) if and only if ,xRy x y RÎ �G�G�G

�G
�{�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�š�G�ž�•�“�“�G�•�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�•�¡�Œ�G� �–�œ�G�ž�•�›�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�U�G
�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Z�G�G�O�{� �—�•�Š�ˆ�“�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�Z�G�G�O�{� �—�•�Š�ˆ�“�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�Z�G�G�O�{� �—�•�Š�ˆ�“�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�Z�G�G�O�{� �—�•�Š�ˆ�“�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G �j�–�•�š�•�‹�Œ�™�G�ˆ�G�š�Œ�›�G�h�G�–�•�G�•�•�•�Œ�G�š�›�œ�‹�Œ�•�›�š�G�ˆ�•�‹�G�ˆ�G�š�Œ�›�G�i �G�G�–�•�G�•�–�œ�™�G�”�–�•�•�Œ�š�a�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
{ }
{ }
Mary, John, Ann, Sally, Jim

Crash, Batman, Star Wars III, Sin City  

A

B

=

=
�G

�G
�ˆ�•�‹�G�Š�–�•�š�•�‹�Œ�™�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�GR A BÍ ´ �‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G
�G
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�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G  likes movie yxRy x= �G

�G
�ˆ�•�‹�G�Š�–�•�š�•�š�›�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�X�W�Gx �Å�š�G�‹�™�ˆ�ž�•�G�•�•�G�›�•�Œ�G�Y�W�G�‰�–�Ÿ�Œ�š�G�•�•�G�{�ˆ�‰�“�Œ�G�X�U�G�G�{�•�Œ�G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G�–�•�G
R �G �‹�Œ�š�Š�™�•�‰�Œ�G �›�•�–�š�Œ�G �š�›�œ�‹�Œ�•�›�š�G �ž�•�–�G �“�•�’�Œ�G �ˆ�G �Š�Œ�™�›�ˆ�•�•�G �”�–�•�•�Œ�U�G�z�•�•�Š�Œ�G

( )John, Sin City RÎ �S�G �›�•�•�š�G �”�Œ�ˆ�•�š�G �q�–�•�•�G �“�•�’�Œ�š�G �›�•�Œ�G �”�–�•�•�Œ�G �z�•�•�G �j�•�›� �U�G �G �z�•�•�Š�Œ�G

( )Ann, Star Wars IX RÏ �S�G �›�•�•�š�G �”�Œ�ˆ�•�š�G �h�•�•�G �‹�–�Œ�š�G �•�–�›�G �“�•�’�Œ�G �z�›�ˆ�™�G �~�ˆ�™�š�G �p�•�U�G �G �G �{�•�Œ�G

�š�œ�‰�š�Œ�›�GR A BÍ ´ �G�•�š�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�GA B´ �G�O�™�Œ�ˆ�‹�G�È�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�GA �G�›�–�GB �É�P�U�G
�G�G

�z�•�•�G�j�•�›� �z�•�•�G�j�•�›� �z�•�•�G�j�•�›� �z�•�•�G�j�•�›� �G�G�G�G �G �Ÿ�G �G �G �Ÿ�G
�z�›�ˆ�™�G�~�ˆ�™�š�G�p�•�z�›�ˆ�™�G�~�ˆ�™�š�G�p�•�z�›�ˆ�™�G�~�ˆ�™�š�G�p�•�z�›�ˆ�™�G�~�ˆ�™�š�G�p�•�G�G�G�G �Ÿ�G �G �G �Ÿ�G �Ÿ�G

�i�ˆ�›�”�ˆ�•�i�ˆ�›�”�ˆ�•�i�ˆ�›�”�ˆ�•�i�ˆ�›�”�ˆ�•�G�G�G�G �G �G �Ÿ�G �G �Ÿ�G
�j�™�ˆ�š�•�j�™�ˆ�š�•�j�™�ˆ�š�•�j�™�ˆ�š�•�G�G�G�G �Ÿ�G �G �Ÿ�G �G �Ÿ�G

�G �t�ˆ�™� �t�ˆ�™� �t�ˆ�™� �t�ˆ�™� �G�G�G�G �q�–�•�•�q�–�•�•�q�–�•�•�q�–�•�•�G�G�G�G �h�•�•�h�•�•�h�•�•�h�•�•�G�G�G�G �z�ˆ�“�“� �z�ˆ�“�“� �z�ˆ�“�“� �z�ˆ�“�“� �G�G�G�G �q�•�”�q�•�”�q�•�”�q�•�”�G�G�G�G

�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�È�“�•�’�Œ�š�G�”�–�•�•�Œ�É�G�–�•�G{ } { }Students Movies´ �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�{�ˆ�‰�“�Œ�G�X�G
�G

�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�[�[�[�G�G�G�G�G�G�G�G�p�‹�Œ�•�›�•�•� �G�›�•�Œ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�p�‹�Œ�•�›�•�•� �G�›�•�Œ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�p�‹�Œ�•�›�•�•� �G�›�•�Œ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�p�‹�Œ�•�›�•�•� �G�›�•�Œ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�{�•�Œ�G �j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �—�™�–�‹�œ�Š�›�G �–�•�G{ } { }1,2 , 1,3,4A B= = �G �Š�–�•�š�•�š�›�š�G �–�•�G �›�•�Œ�G2 3 6× = �G

�—�ˆ�•�™�š�G�–�•�G�—�–�•�•�›�š�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1,2 , 1,3 , 2,1 , 2,2 , 2,3A B´ = �G

�G

�h�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �–�•�GA B´ �G �•�š�G �ˆ�•� �G �–�•�Œ�G �–�•�G �›�•�Œ�G62 64= �G �š�œ�‰�š�Œ�›�š�G �–�•�GA B´ �U�G �G �h�G �—�–�—�œ�“�ˆ�™�G
�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�O�‹�–�G� �–�œ�G�™�Œ�Š�–�Ž�•�•�¡�Œ�G�•�›�f�P�G�•�™�–�”�G�h�G�›�–�G�i �G�G�ž�–�œ�“�‹�G�‰�Œ�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( ) ( ){ }1,2 , 1,3 , 2,3R A B= Í ´ �G�G

�G
�p�•�G�–�›�•�Œ�™�G�ž�–�™�‹�š�S�G�È�X�G�•�š�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�G�›�–�G�Y�É�S�G�X�G�•�š�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�G�›�–�G�Z�É�G�ˆ�•�‹�G�È�Y�G�•�š�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�G�›�–�G�Z�É�U�G�G
�k�–�G � �–�œ�G �™�Œ�Š�–�Ž�•�•�¡�Œ�G �›�•�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �•�–�ž�f�G �G �~�Œ�G �ž�–�œ�“�‹�G �ˆ�“�š�–�G �‹�Œ�•�–�›�Œ�G �›�•�•�š�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �‰� �G
�ž�™�•�›�•�•�Ž�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

( )
( )
( )

1 2 since 1,2 more commonly (1 2)

1 3 since 1,3 more commonly (1 3)

2 3 since 2,3 more commonly (2 3)

R R

R R

R R

Î <

Î <

Î <

�G

�G
�p�•�G�›�•�•�š�G�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�GR �G�•�š�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�È�•�š�G�š�›�™�•�Š�›�“� �G�“�Œ�š�š�G�›�•�ˆ�•�É�G�ž�•�•�Š�•�G�ž�Œ�G

�•�–�™�”�ˆ�“�“� �G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G�‰� �G" "< �U�G�G�~�Œ�G�ˆ�“�š�–�G�ž�™�•�›�Œ1R1�G�–�™�G1< 1�G�G�O�X�G�•�š�G�•�–�›�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�G�›�–�G�•�›�š�Œ�“�•�P�G

�š�•�•�Š�Œ�G�X�G �•�š�G �•�–�›�G �š�›�™�•�Š�›�“� �G �“�Œ�š�š�G �›�•�ˆ�•�G �X�U�G �G �{�•�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�š�G �•�“�“�œ�š�›�™�ˆ�›�Œ�‹�G �‰� �G �ˆ�G �È�‹�•�™�Œ�Š�›�Œ�‹�G
�Ž�™�ˆ�—�•�É�G�‹�™�ˆ�ž�•�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�[�U�G�G�G
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�G
�G�G�G�G�G�G�G�G
�G

�G�G
�G

�n�™�ˆ�—�•�•�Š�ˆ�“�G�y�Œ�—�™�Œ�š�Œ�•�›�ˆ�›�•�–�•�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G" "< �G�–�•A B´ �U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�[�G

�G�G�G�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�\�G�G�z�œ�‰�š�Œ�›�G�ˆ�•�‹�G�t�Œ�”�‰�Œ�™�š�•�•�—�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�\�G�G�z�œ�‰�š�Œ�›�G�ˆ�•�‹�G�t�Œ�”�‰�Œ�™�š�•�•�—�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�\�G�G�z�œ�‰�š�Œ�›�G�ˆ�•�‹�G�t�Œ�”�‰�Œ�™�š�•�•�—�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�\�G�G�z�œ�‰�š�Œ�›�G�ˆ�•�‹�G�t�Œ�”�‰�Œ�™�š�•�•�—�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�G�G�G

�G�G�G�G �{�•�Œ�G �š�œ�‰�š�Œ�›�G" "Í �G �•�š�G �ˆ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �–�•�G �›�•�Œ�G �—�–�ž�Œ�™�G �š�Œ�›�G( )P A �–�•�G �ˆ�G �š�Œ�›�GA �S�G �ˆ�•�‹�G

" "Î �•�š�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�GA �G�›�–�G�•�›�š�G�—�–�ž�Œ�™�G�š�Œ�›�G( )P A �U�G�G�G�G

�G�G�G�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�]�]�]�]�G�G�h�G�G�G�h�G�G�G�h�G�G�G�h�G�t�–�™�Œ�G�t�–�™�Œ�G�t�–�™�Œ�G�t�–�™�Œ�G�m�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�m�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�m�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�m�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G �v�•�›�Œ�•�G�h�G�ˆ�•�‹�G�i �G�G�ˆ�™�Œ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G� �G�š�œ�Š�•�G�ˆ�š�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G{ } [ ]: 0 1 0,1A B x x= = Î £ £ =� �G

�G
�o�Œ�™�Œ�G�›�•�Œ�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�—�™�–�‹�œ�Š�›�G�•�š�G�›�•�Œ�G�œ�•�•�›�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G[ ] [ ] ( ){ }0,1 0,1 ( , : 0 1,0 1x y x y´ = £ £ £ £ �G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�ž�•�•�Š�•�G�•�š�G�š�•�ˆ�‹�Œ�‹�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�\�U�G�G�G�h�G�Š�–�”�”�–�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�G[ ]0,1 �G�›�–�G�•�›�š�Œ�“�•�G�•�š�G�G

�G�G�G�G�G�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G[ ] [ ]{ }2( , ) 0,1 0,1 :R x y y x= Î ´ = �G

�G

�ž�•�•�Š�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�‹�Œ�™�G�ž�•�“�“�G�™�Œ�Š�–�Ž�•�•�¡�Œ�G�ˆ�š�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�—�ˆ�™�ˆ�‰�–�“�ˆ�G2y x= �G�‹�™�ˆ�ž�•�G�•�•�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G �\�U�G �G �~�Œ�G �ž�–�œ�“�‹�G �Š�ˆ�“�“�G �›�•�•�š�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �›�•�Œ�G �È�š�˜�œ�ˆ�™�•�•�Ž�É�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �ˆ�•�‹�G �š�•�•�Š�Œ�G�G

( )1/ 2,1/ 4 RÎ �G�ž�Œ�G�ž�–�œ�“�‹�G�š�ˆ� �G1/ 2�G�•�š�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�G�›�–�G1/ 4�S�G�›�•�Œ�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�G�›�•�•�š�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�•�•�—�G
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�‰� �G 2(1/ 2) 1/ 4= �U�G �G �G �s�ˆ�›�Œ�™�S�G �ž�Œ�G �ž�•�“�“�G �‹�Œ�•�–�›�Œ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �‰� �G, ,...f g �G �ˆ�•�‹�G �š�–�G

�›�•�•�š�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�ž�–�œ�“�‹�G�‰�Œ�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�‹�G�‰� �G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) [ ] [ ]{ }2, 0,1 0,1 :f x y y x= Î ´ = �U�G

�G
�h�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�\�G
�G
�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�G�G�G�h�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�GR �G�•�™�–�”�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G� �›�–�G�•�›�š�Œ�“�•�G�•�š�G�ˆ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�G�–�•�G

�›�•�Œ�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�—�“�ˆ�•�Œ�G´� � �U�G�G�m�–�™�G�ˆ�•� �G�—�–�•�•�›�G( ),x y RÎ �G�ž�Œ�G�š�ˆ� �G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�•�•�™�š�›�G

�Š�–�–�™�‹�•�•�ˆ�›�Œ�Gx �G�•�š�G�™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�G�›�–�G�›�•�Œ�G�š�Œ�Š�–�•�‹�G�Š�–�–�™�‹�•�•�ˆ�›�Œ�Gy �U�G�G�G�G�G�G
�G
�p�•�Š�–�•�š�•�š�›�Œ�•�Š� �G �•�•�G �u�–�›�ˆ�›�•�–�•�a�G �G �G�p�•�Š�–�•�š�•�š�›�Œ�•�Š� �G �•�•�G �u�–�›�ˆ�›�•�–�•�a�G �G �G�p�•�Š�–�•�š�•�š�›�Œ�•�Š� �G �•�•�G �u�–�›�ˆ�›�•�–�•�a�G �G �G�p�•�Š�–�•�š�•�š�›�Œ�•�Š� �G �•�•�G �u�–�›�ˆ�›�•�–�•�a�G �G �G �h�“�›�•�–�œ�Ž�•�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �ˆ�™�Œ�G �š�Œ�›�š�S�G �ž�Œ�G �–�•�›�Œ�•�G �‹�–�G �•�–�›�G
�È�›�•�•�•�’�É�G�–�•�G�›�•�Œ�”�G�›�•�ˆ�›�G�ž�ˆ� �U�G�G�m�–�™�G�•�•�š�›�ˆ�•�Š�Œ�S�G�ž�Œ�G�Œ�Ÿ�—�™�Œ�š�š�G�›�•�Œ�G�•�•�Œ�˜�œ�ˆ�“�•�›� �G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G£ �G
�‰� �G�ž�™�•�›�•�•�Ž�GxRy�G�ˆ�š�G�•�•�G2 3£ �U�G�G�{�•�Œ�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�G�š�Œ�›�G�•�–�›�ˆ�›�•�–�•�G�•�–�™�G£ �G�ž�–�œ�“�‹�G�‰�Œ�G�›�•�Œ�G

�ˆ�ž�’�ž�ˆ�™�‹�G �“�–�–�’�•�•�Ž�G( )2,3 Î £ �U�G �G �O�€�–�œ�G �ž�–�œ�“�‹�G �—�™�–�‰�ˆ�‰�“� �G �š�Š�™�ˆ�›�Š�•�G � �–�œ�G �•�Œ�ˆ�‹�G �•�•�G

�•�•�Œ�˜�œ�ˆ�“�•�›�•�Œ�š�G�ž�Œ�™�Œ�G�ž�™�•�›�›�Œ�•�G�“�•�’�Œ�G�›�•�ˆ�›�H�P�G�G�G�h�“�š�–�S�G�ž�Œ�G�š�Œ�“�‹�–�”�G�œ�š�Œ�G�›�•�Œ�GxRy�G�È�•�–�™�”�É�G�›�–�G

�Œ�Ÿ�—�™�Œ�š�š�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�U�G �G �{�•�Œ� �G �•�ˆ�•�Œ�G �›�•�Œ�•�™�G �–�ž�•�G �•�–�›�•�–�•�U�G �G �m�–�™�G �Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�S�G �ž�Œ�G

�•�–�™�”�ˆ�“�“� �G �ž�™�•�›�Œ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �“�•�’�Œ2( )y f x x= = �G �U�G �G �{�•�•�š�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �ž�™�•�›�›�Œ�•�G �ˆ�š�GxRy�G

�ž�–�œ�“�‹�G �‰�Œ�G2xfx �S�G �ˆ�Ž�ˆ�•�•�G �ˆ�•�G �ˆ�ž�’�ž�ˆ�™�‹�G �“�–�–�’�•�•�Ž�G �Œ�Ÿ�—�™�Œ�š�š�•�–�•�G �•�–�™�G �”�–�š�›�G �–�•�G �œ�š�U�G�G

�z�–�”�Œ�›�•�”�Œ�š�S�G�•�–�ž�Œ�•�Œ�™�S�G�•�›�G�•�š�G�Š�–�•�•�Œ�•�•�Œ�•�›�G�›�–�G�Œ�Ÿ�—�™�Œ�š�š�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�•�•�G�š�Œ�›�G�•�–�›�ˆ�›�•�–�•�S�G�ˆ�š�G

�ž�•�Œ�•�G �ž�Œ�G �ž�™�•�›�Œ�G( )2,x x fÎ �U�G �G �{�•�•�š�G �•�–�›�ˆ�›�•�–�•�G �•�ˆ�š�G �”�Œ�™�•�›�G �š�•�•�Š�Œ�G �•�›�G �•�•�›�Œ�™�—�™�Œ�›�š�G �ˆ�G

�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�•�G�›�Œ�™�”�š�G�–�•�G�ž�•�ˆ�›�G�ž�Œ�G�•�–�™�”�ˆ�“�“� �G�Š�ˆ�“�“�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G�G
�G

�o�•�Ž�•�Œ�™�G�v�™�‹�Œ�™�G�o�•�Ž�•�Œ�™�G�v�™�‹�Œ�™�G�o�•�Ž�•�Œ�™�G�v�™�‹�Œ�™�G�o�•�Ž�•�Œ�™�G�v�™�‹�Œ�™�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�a�a�a�a�G�G�p�•�G�š�Œ�›�G�›�•�Œ�–�™� �G�ˆ�•�‹�G�“�–�Ž�•�Š�G�ˆ�G�•�•�•�•�T�T�T�T�ˆ�™� �G�ˆ�™� �G�ˆ�™� �G�ˆ�™� �G�•�š�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�›�•�ˆ�›�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�š�G
�ˆ�G�›�™�œ�›�•�G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�O�›�™�œ�Œ�G�–�™�G�•�ˆ�“�š�Œ�P�G�›�–�Gk �G�”�Œ�”�‰�Œ�™�š�G�–�•�G�ˆ�G�Ž�•�•�Œ�•�G�š�Œ�›�U�G�G�h�G�›�Œ�™�•�ˆ�™� �›�Œ�™�•�ˆ�™� �›�Œ�™�•�ˆ�™� �›�Œ�™�•�ˆ�™� �G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�š�G

�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G( ), ,R a b c �G�›�•�ˆ�›�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�š�G�ˆ�G�›�™�œ�›�•�G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�›�–�G�›�•�™�Œ�Œ�G�”�Œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G�m�–�™�G�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G

�›�•�Œ�G�š�›�ˆ�›�Œ�”�Œ�•�›�G�›�•�ˆ�›�G�•�–�™�G�•�–�•�¡�Œ�™�–�G�•�•�›�Œ�Ž�Œ�™�š�G, ,a b c�G

�G
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�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G3 3 3a b c+ = �G
�G
�•�š�G�ˆ�G�›�Œ�™�•�ˆ�™� �G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G� �S�G�ž�•�•�Š�•�G�ˆ�Š�Š�–�™�‹�•�•�Ž�G�›�–�G�h�•�‹�™�Œ�ž�G�~�•�“�Œ�š�X�G�•�š�G�•�ˆ�“�š�Œ�U�G
.�G

 �G�G�G�G
�k�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�k�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�k�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�k�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G �{�ž�–�G �•�”�—�–�™�›�ˆ�•�›�G �ˆ�š�—�Œ�Š�›�š�G �–�•�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �ˆ�™�Œ�G �›�•�Œ�G �‹�–�”�ˆ�•�•�G �ˆ�•�‹�G �™�ˆ�•�Ž�Œ�G �–�•�G �ˆ�G
�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�U�G
�G
�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�k�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�a�G�G�k�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�a�G�G�k�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�a�G�G�k�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�G�G�s�Œ�›�GR �G�‰�Œ�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�GA �G�›�–�GB �U�G�G�{�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�‹�–�”�ˆ�•�•�‹�–�”�ˆ�•�•�‹�–�”�ˆ�•�•�G
�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�š�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) { }Dom :  such that .R x A y B xRy= Î $ Î
�G

�G
�{�•�Œ�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�™�ˆ�•�Ž�Œ�™�ˆ�•�Ž�Œ�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�y�G�•�š�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) { }Range :  such that .R y B x A xRy= Î $ Î �G

�G
�p�•�G�w�“�ˆ�•�•�G�l�•�Ž�“�•�š�•�a�G�G�{�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�–�•�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�y�G�G�•�™�–�”�G to A B�G�•�š�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G�–�•�G�•�•�™�š�›�G
�Š�–�–�™�‹�•�•�ˆ�›�Œ�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�–�™�‹�Œ�™�Œ�‹�G�—�ˆ�•�™�š�G�•�•�GR �U�G�G�{�•�Œ�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�GR �G�•�š�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G�–�•�G
�š�Œ�Š�–�•�‹�G �Š�–�–�™�‹�•�•�ˆ�›�Œ�š�G �–�•�G �›�•�Œ�G �–�™�‹�Œ�™�Œ�‹�G �—�ˆ�•�™�š�G �–�•�GR �U�G �G �i� �G �‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�S�G �ž�Œ�G �•�ˆ�•�Œ�G

( ) ( )Dom , RangeR A R BÍ Í �U�G�G�G

�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�^��̂^�^�G�G�G�s�Œ�›�GA B= = � �G�O�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�P�U�G�G�~�Œ�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G´� � �G�‰� �G

( ){ }2 2, : 1R x y x y= Î ´ + £� � �G�ž�•�•�Š�•�G�ˆ�™�Œ�G�—�–�•�•�›�š�G�–�•�G�ˆ�•�‹�G�•�•�š�•�‹�Œ�G�›�•�Œ�G�œ�•�•�›�G�Š�•�™�Š�“�Œ�G�•�•�G

�›�•�Œ�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�—�“�ˆ�•�Œ�U�G�G�o�Œ�™�Œ�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
( ) { }

( ) { }
Dom : 1 1

Range : 1 1

R x x

R y y

= Î - £ £

= Î - £ £

�

�
�G

�U�G�G�G

�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�G�G�G�p�•�G�G( ),a b RÎ �S�G�›�•�Œ�•�G

�•�P�G�G�G ( )Doma RÎ �G

�•�•�P�G�G ( )Rangeb RÎ �G

�•�•�•�P�G�G is related to a b�G
�G

�G
�z�Œ�Œ�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�]�U�G

                                                 
1 English mathematician Andew Wildes verified Format’s Last Theorem in the affirmative by proving that 

among nonzero integers , ,a b c the equation n n na b c+ =  has no solutions for integers 3n ³ . 
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�G
�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G( ){ }2 2, : 1R x y x y= + £ �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�]�G
�G
�p�•�•�Œ�™�š�Œ�š�G�ˆ�•�‹�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�š�G�ˆ�•�‹�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�š�G�ˆ�•�‹�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�š�G�ˆ�•�‹�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�G�G�G�G�G
�G�G�G�G �{�ž�–�G�Š�–�”�”�–�•�G�ž�ˆ� �š�G�›�–�G�Š�–�•�š�›�™�œ�Š�›�G�•�Œ�ž�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�•�™�–�”�G�–�“�‹�G�–�•�Œ�š�G�ˆ�™�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G
�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�•�‹�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�U�G
�G
�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�G�G�p�•�GR �G�•�š�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�GA �G�›�–�GB �S�G�›�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�•�•�•�Œ�™�š�Œ�•�•�•�Œ�™�š�Œ�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�GR �G�•�š�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�ˆ�š�G�G

( ) ( ){ }1 , : ,R y x x y R- = Î �U�G�G

�G�G�G

�m�–�™�G�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�G( ) ( ) ( ){ }1,2 , 3,5 , 4,1R= �•�š�G ( ) ( ) ( ){ }1 2,1 , 5,3 , 1,4R- = �U�G�G�G

�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�_�_�_�_�G�G
�G

�G �s�Œ�›�G{ }1,2,3,4A = �G�ž�•�›�•�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�GA �G�Ž�•�•�Œ�•�G�‰� �G�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( ) ( ) ( ){ }1,2 , 1,3 , 2,4 , 3,4R= �U�G�G�G

�G

�{�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�GR �G�•�š�G ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2,1 , 3,1 , 4,2 , 4,3R- = �U�G�G�i�–�›�•�GR �ˆ�•�‹�G 1R- �G�ˆ�™�Œ�G�‹�™�ˆ�ž�•�G

�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�^�U�G�G�u�–�›�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G1R- �G�•�š�G�›�•�Œ�G�”�•�™�™�–�™�G�•�”�ˆ�Ž�Œ�G�–�™�G�™�Œ�•�“�Œ�Š�›�•�–�•�G�–�•�GR �G
�ˆ�Š�™�–�š�š�G�›�•�Œ�G�“�•�•�Œy x= �U�G�G

�G
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�G�G�G�G
�n�™�ˆ�—�•�š�G�–�•�GR �G�ˆ�•�‹�G1R- �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�^�G
�G�G�G�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�`�`�`�`�G�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�j�œ�™�•�Œ�P�G�G�G�G�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�j�œ�™�•�Œ�P�G�G�G�G�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�j�œ�™�•�Œ�P�G�G�G�G�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�j�œ�™�•�Œ�P�G�G�G�G�G�G�G

�G �n�•�•�Œ�•�G �›�•�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �–�•�G� �G �‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G �‰� �G( ){ }2, :R x y y x= = �›�•�Œ�G �•�•�•�Œ�™�š�Œ�G �•�š�G

( ){ }1 2, :R x y x y- = = �G�ž�•�•�Š�•�G�ž�Œ�G�•�ˆ�•�Œ�G�‹�™�ˆ�ž�•�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�_�U�G

�G

�G
�n�™�ˆ�—�•�š�G�–�•�GR �G�ˆ�•�‹�G1R- �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�_�G
�G

�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�G�G�G
�G�G�G�G �{�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�›�ž�–�G�O�–�™�G�”�–�™�Œ�P�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�•�š�G�š�•�”�•�“�ˆ�™�G�›�–�G�›�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G
�–�•�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �–�•�G �ž�•�•�Š�•�G �›�•�Œ�G �™�Œ�ˆ�‹�Œ�™�G �•�š�G �•�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�U�G �G �y�Œ�Š�ˆ�“�“�G �›�•�ˆ�›�G �›�•�Œ�G �Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G �–�•�G

�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G( )f x �ˆ�•�‹�G ( )g x �S�G�ž�™�•�›�›�Œ�•�Gf g� �S�G�•�š�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G( )( ) ( )( )f g x f g x=� �G�•�–�™�G

�ˆ�“�“�Gx �G�•�•�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�–�•�Gg �ˆ�•�‹�G ( )g x �•�•�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�–�•�Gf �U�G�G�{�•�Œ�G�Ž�Œ�•�Œ�™�ˆ�“�•�¡�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G

�›�•�•�š�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�›�–�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�•�š�G�ˆ�š�G�•�–�“�“�–�ž�š�U�G
�G
�G
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�G�G�G�G
�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�s�Œ�›�GR �G�‰�Œ�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�GA �G�›�–�GB �G�O�•�U�Œ�U�G�ˆ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�G�–�•�GA B´ �P�G�ˆ�•�‹�GS �G�ˆ�G
�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�GB �G�›�–�GC �G�O�•�U�Œ�U�G�ˆ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�G�–�•�GB C´ �P�U�G�G�{�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�Œ�Š�–�”�—�–�š�•�›�Œ�Š�–�”�—�–�š�•�›�Œ�Š�–�”�—�–�š�•�›�Œ�G�O�–�™�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�G
�–�•�GR �ˆ�•�‹�GS �G�•�š�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( ) ( ){ }, :  there exists a  such that ,  and ,S R a c b B a b R b c S= Î Î Î� �U�G

�G

�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�X�W�X�W�X�W�X�W�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�G�G�G�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�G�G�G�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�G�G�G�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�G�G�G�G�G�G�G

�G �s�Œ�›�G{ } { }1,2,3,4 , , , , {cat, dog, horse}A B a b c C= = = �ˆ�•�‹�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1, , 1, , 2, , 3, , 4,

,dog , ,horse , ,cat , ,dog , ,horse

R a c a b b

S a b b c c

=

=
�G

�ž�•�•�Š�•�G�ˆ�™�Œ�G�•�“�“�œ�š�›�™�ˆ�›�Œ�‹�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�`�U�G�G�{�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�GS R� �G�•�•�G�›�•�•�š�G�‹�•�ˆ�Ž�™�ˆ�”�G
�Š�–�•�š�•�š�›�š�G�–�•�G�ˆ�“�“�G�È�—�ˆ�›�•�š�É�G�š�›�ˆ�™�›�•�•�Ž�G�•�™�–�”A �ˆ�•�‹�G�Œ�•�‹�•�•�Ž�G�ˆ�›�GC �S�G�ž�•�•�Š�•�G�ˆ�™�Œ�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1,dog , 2,dog , 3,cat , 3,horse 4,cat , 4,horseS R=� �G

�G
�G

�G
�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�GS R� �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�`�G
�G
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�G
�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�G�G�G�G
�G

�X�U�G �G�X�U�G �G�X�U�G �G�X�U�G �G �O�m�–�œ�™�G �i�ˆ�š�•�Š�G �j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �w�™�–�‹�œ�Š�›�š�P�O�m�–�œ�™�G �i�ˆ�š�•�Š�G �j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �w�™�–�‹�œ�Š�›�š�P�O�m�–�œ�™�G �i�ˆ�š�•�Š�G �j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �w�™�–�‹�œ�Š�›�š�P�O�m�–�œ�™�G �i�ˆ�š�•�Š�G �j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �w�™�–�‹�œ�Š�›�š�P�G �G �s�Œ�›�G{ } { }1,2,3 , ,A B a b= = �U�G �G �G �m�•�•�‹�G �›�•�Œ�G

�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�—�™�–�‹�œ�Š�›�š�U�G�G
�G

�ˆ�P�G�GA B´ �G
�‰�P�G�GB A´ �G
�Š�P�G�GA A´ �G
�‹�P�G�GB B´ �G

�G
�Y�U�G �G�U�G �G�U�G �G�U�G �G �O�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �w�™�–�‹�œ�Š�›�š�P�O�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �w�™�–�‹�œ�Š�›�š�P�O�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �w�™�–�‹�œ�Š�›�š�P�O�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G �w�™�–�‹�œ�Š�›�š�P�G �G �m�–�™�G �Œ�ˆ�Š�•�G �—�ˆ�•�™�G �–�•�G �š�Œ�›�š�GA �G �ˆ�•�‹�GB �G �•�•�•�‹�G �›�•�Œ�G �j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G
�—�™�–�‹�œ�Š�›�š and A B B A´ ´ �U�G�G�G

�G

�ˆ�P�G�G{ } { }0,2 , 1,0,1A B= = - �G

�‰�P�G�G{ } { }, , , ,A a b B a b c= = �G

�Š�P�G�G ,A B= =� � �G

�‹�P�G�G ,A B= =� � �G

�Œ�P�G�G { }, 1,0,1A B= = -� �G

�•�P�G�G ,A B= =� � �G

�G
�Z�U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�G�G�G�z�’�Œ�›�Š�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�U�G

�G

�ˆ�P�G�G ( ){ }2 2, : 1R x y x y= Î ´ + =� � �G

�‰�P�G�G( ){ }, : sinR x y y x= Î ´ =� � �G

�Š�P�G�G( ){ }2, :R x y x y= Î ´ =� � �G

�‹�P�G�G ( ){ }, : 1, 1R x y x y= Î ´ £ ³� � �G

�Œ�P�G�G( ) ( ) ( ){ }, : 0 mod3 , 1 mod3R x y x y= Î ´ º º� � �G

�•�P�G�G ( ){ }, :  divides R x y x y= Î ´� � �G

�G�G

�[�U�G �G�G �G�G �G�G �G �O�h�“�Ž�Œ�‰�™�ˆ�G �–�•�G �y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�h�“�Ž�Œ�‰�™�ˆ�G �–�•�G �y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�h�“�Ž�Œ�‰�™�ˆ�G �–�•�G �y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�h�“�Ž�Œ�‰�™�ˆ�G �–�•�G �y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�G �G �z�œ�—�—�–�š�Œ�G[ ] [ ] [ ]0,3 , 2,5 , 1,4A B C= = = �G �ˆ�™�Œ�G �Š�“�–�š�Œ�‹�G

�•�•�›�Œ�™�•�ˆ�“�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G� �U�G�G�z�’�Œ�›�Š�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�–�•�G´� � �U�G
�G

�ˆ�P�G�G( )A B CÈ ´ �G

�‰�P�G�G( )A B CÇ ´ �G

�Š�P�G�G( ) ( )A B A C´ È ´ �G

�‹�P�G�G( )A A C´ Ç �G

�Œ�P�G�G( )A A B´ Ç �G
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�G
�\�U�G�G�G�G�G�G�G�G�O�u�ˆ�”�•�•�Ž�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�O�u�ˆ�”�•�•�Ž�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�O�u�ˆ�”�•�•�Ž�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�O�u�ˆ�”�•�•�Ž�G�ˆ�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�G�G�m�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�–�•�G

{ }1,2,3A = �U�G�w�“�–�›�G�›�•�Œ�G�—�–�•�•�›�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�ˆ�•�‹�G�Ž�•�•�Œ�G�Œ�ˆ�Š�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�ˆ�G�•�ˆ�”�Œ�G�ž�•�•�Š�•�G

�‰�Œ�š�›�G�‹�Œ�š�Š�™�•�‰�Œ�š�G�•�›�U�G�G
�G

�ˆ�P�G�G ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 2,2 , 3,3R= �G

�‰�P�G�G( ) ( ) ( ){ }1,2 , 1,3 , 2,3R= �G

�Š�P�G�G( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1,2 , 1,3 , 2,2 , 2,3 , 3,3R= �G

�‹�P�G�G ( ) ( ) ( ){ }2,1 , 3,1 , 3,2R= �G

�G�G�G
�]�U�G �G�G �G�G �G�G �G �O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G �y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �–�•�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G �y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �–�•�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G �y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �–�•�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G �y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �–�•�G� �P�P�P�P�G �G �m�•�•�‹�G �ˆ�•�‹�G �Ž�™�ˆ�—�•�G �›�•�Œ�G �•�•�•�Œ�™�š�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �–�•�G �›�•�Œ�G
�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�–�•�G� �U�G

�G

�ˆ�P�G�G ( ){ }, : logaR x y y x= = �G

�‰�P�G�G( ){ }, : 2 0R x y x y= + = �G

�Š�P�G�G( ){ }, : 1R x y xy= = �G

�‹�P�G�G ( ){ }, : 1R x y x y= + £ �G

�Œ�P�G�G( ){ }, : 1R x y x y= - £ �G

�•�P�G�G ( ){ }, : 1R x y x y= + £ �G

�G�G
�^�U�G�G�G�G�G�G�G�G�O�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�w�™�–�‹�œ�Š�›�G�p�‹�Œ�•�›�•�›�•�Œ�š�P�O�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�w�™�–�‹�œ�Š�›�G�p�‹�Œ�•�›�•�›�•�Œ�š�P�O�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�w�™�–�‹�œ�Š�›�G�p�‹�Œ�•�›�•�›�•�Œ�š�P�O�j�ˆ�™�›�Œ�š�•�ˆ�•�G�w�™�–�‹�œ�Š�›�G�p�‹�Œ�•�›�•�›�•�Œ�š�P�G�G�w�™�–�•�Œ�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�U�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

)

)

)

a A B C A B A C

b A B C D A C B D

c A B C D A C B D

´ Ç = ´ Ç ´

´ Ç ´ = Ç ´ Ç

´ È ´ = È ´ È

�G

�G
�_�U�G �O�u�O�u�O�u�O�u�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�œ�”�‰�Œ�™�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�š�P�š�P�š�P�G�G�p�•�G�ˆ�G�š�Œ�›�G�h�G�•�ˆ�š�Gm �G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G�ˆ�•�‹�G�i �G�•�ˆ�š�Gn �G�Œ�“�Œ�”�Œ�•�›�š�G

�›�•�Œ�•�G�š�•�–�ž�G�›�•�Œ�™�Œ�G�ˆ�™�Œ�G2mn �G�G�‹�•�š�›�•�•�Š�›�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�•�™�–�”�G�h�G�›�–�G�i �U�G�G�G�G
�G

�`�U�G�G�G�G�G�O�p�O�p�O�p�O�p�‹�Œ�•�›�•�›� �G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�‹�Œ�•�›�•�›� �G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�‹�Œ�•�›�•�›� �G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�‹�Œ�•�›�•�›� �G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�•�P�•�P�•�P�G�G�G�m�–�™�G�ˆ�•� �G�š�Œ�›�G�h�S�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G{ }( , ) :AI x x x A= Î �G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�›�•�Œ�G

�•�‹�Œ�•�›�•�›� �G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G�h�U�G�G�G�m�–�™�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G{ }1,2,3,4A = �S�G�ž�•�ˆ�›�G�•�š�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G

�–�•�GAI �G�ˆ�•�‹�G�‹�™�ˆ�ž�G�•�›�š�G�Ž�™�ˆ�—�•�U�G�G

�G
�X�W�G�G�G�O�w�™�–�—�Œ�™�›�•�Œ�š�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�w�™�–�—�Œ�™�›�•�Œ�š�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�w�™�–�—�Œ�™�›�•�Œ�š�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�w�™�–�—�Œ�™�›�•�Œ�š�G�–�•�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�G�G�G�k�Œ�›�Œ�™�”�•�•�Œ�G�ž�•�Œ�›�•�Œ�™�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�™�Œ�G
�™�Œ�•�“�Œ�Ÿ�•�•�Œ�S�G�ˆ�•�›�•�G�š� �”�”�Œ�›�™�•�Š�S�G�–�™�G�›�™�ˆ�•�š�•�›�•�•�Œ�U�G
�G

�G �ˆ�P�G�G( ),  the greatest common divisor of and is 1x y R x yÎ Û �G
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�G �‰�P�G�G�G( ),x y R x yÎ Û < �G

�G �Š�P�G�G�G( ), 5 divides x y R x yÎ Û - �G

�G �‹�P�G�G�G( ),x y R x yÎ Û ³ �G

�G

�X�X�U�G �G �G �n�•�•�Œ�G �Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�š�G �–�•�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �–�•�G �›�•�Œ�G{ }1,2,2,4,5A = �•�ˆ�•�•�•�Ž�G �›�•�Œ�G �•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G

�—�™�–�—�Œ�™�›�•�Œ�š�U�G
�G
�G �ˆ�P�G�G�y�Œ�•�“�Œ�Ÿ�•�•�Œ�S�G�ˆ�•�›�•�š� �”�”�Œ�›�™�•�Š�S�G�•�–�›�G�›�™�ˆ�•�š�•�›�•�•�Œ�G
�G �‰�P�G�G�y�Œ�•�“�Œ�Ÿ�•�•�Œ�S�G�š� �”�”�Œ�›�™�•�Š�S�G�•�–�›�G�›�™�ˆ�•�š�•�›�•�•�Œ�G
�G �Š�P�G�G�y�Œ�•�“�Œ�Ÿ�•�•�Œ�S�G�ˆ�•�›�•�š� �”�”�Œ�›�™�•�Š�S�G�›�™�ˆ�•�š�•�›�•�•�Œ�G
�G �‹�P�G�G�u�–�›�G�™�Œ�•�“�Œ�Ÿ�•�•�Œ�S�G�š� �”�”�Œ�›�™�•�Š�S�G�›�™�ˆ�•�š�•�›�•�•�Œ�G
�G �G


