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�G�G�G

�G
�G�G�G
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�h�G�›�Œ�š�›�G�ž�•�Œ�›�•�Œ�™�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�Gf �G�–�•�G� �G�•�š�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G�›�•�Œ�G�•�Œ�™�›�•�Š�ˆ�“�G�“�•�•�Œ�G�›�Œ�š�›�•�Œ�™�›�•�Š�ˆ�“�G�“�•�•�Œ�G�›�Œ�š�›�•�Œ�™�›�•�Š�ˆ�“�G�“�•�•�Œ�G�›�Œ�š�›�•�Œ�™�›�•�Š�ˆ�“�G�“�•�•�Œ�G�›�Œ�š�›�S�G�ž�•�•�Š�•�G

�™�Œ�˜�œ�•�™�Œ�š�G�›�•�ˆ�›�G�ˆ�•� �G�•�Œ�™�›�•�Š�ˆ�“�G�“�•�•�Œ�G�‹�™�ˆ�ž�•�G�›�•�™�Œ�ž�G�ˆ�G�—�–�•�•�›�G�•�•�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�•�•�›�Œ�™�š�Œ�Š�›�š�G�›�•�Œ�G



 3 

�Ž�™�ˆ�—�•�G�•�•�G�–�•�Œ�G�ˆ�•�‹�G�–�•�“� �G�–�•�Œ�G�—�“�ˆ�Š�Œ�U�G�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�G�š�•�–�ž�š�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�›�•�ˆ�›�G�•�š�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G
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�}�Œ�™�›�•�Š�ˆ�“�G�s�•�•�Œ�G�{�Œ�š�›�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�G
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�i�ˆ�š�•�Š�G�{�Œ�™�”�•�•�–�“�–�Ž� �G�i�ˆ�š�•�Š�G�{�Œ�™�”�•�•�–�“�–�Ž� �G�i�ˆ�š�•�Š�G�{�Œ�™�”�•�•�–�“�–�Ž� �G�i�ˆ�š�•�Š�G�{�Œ�™�”�•�•�–�“�–�Ž� �G�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�m�–�™�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f A B® �G�ž�Œ�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�a�G

�G

�2�G�G�G�y�ˆ�•�Ž�Œ�a�y�ˆ�•�Ž�Œ�a�y�ˆ�•�Ž�Œ�a�y�ˆ�•�Ž�Œ�a�G�G�{�•�Œ�G�š�Œ�›�G( ) { }( ) :f A f x x A B= Î Í �G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�›�•�Œ�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�™�ˆ�•�Ž�Œ�™�ˆ�•�Ž�Œ�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•f �S�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�‹�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�y�•�Ž�y�•�Ž�y�•�Ž�y�•�Ž( )A �U�G�G�{�•�Œ�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�•�Œ�Œ�‹�G�•�–�›�G�‰�Œ�G�›�•�Œ�G�Œ�•�›�•�™�Œ�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�GB �U�G�G�{�•�ˆ�›�G�•�š�S�G�•�›�G�•�š�G�•�–�›�G�G

�G�G�G�G�•�Œ�Š�Œ�š�š�ˆ�™�•�“� �G�›�™�œ�Œ�G�›�•�ˆ�›( )f A B= �S�G�–�•�“� �G�›�•�ˆ�›�G( )f A BÍ �U�G

�G

�2�2�2�2�G�G�G�p�”�ˆ�Ž�Œ�a�G�G�G�G�G�p�”�ˆ�Ž�Œ�a�G�G�G�G�G�p�”�ˆ�Ž�Œ�a�G�G�G�G�G�p�”�ˆ�Ž�Œ�a�G�G�p�•�GS AÍ �S�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G( ) { }( ) :f S f x x S= Î �G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�›�•�Œ�G�•�”�ˆ�Ž�Œ�•�”�ˆ�Ž�Œ�•�”�ˆ�Ž�Œ�•�”�ˆ�Ž�Œ�G�–�•�G�z�U�G�G�G�G�G�G

�G�G�G
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�G
�y�ˆ�•�Ž�Œ�G�ˆ�•�‹�G�p�”�ˆ�Ž�Œ�G�–�•�G�ˆ�G�z�Œ�›�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�G
�G

�{�•�Œ�™�Œ�G �ˆ�™�Œ�G �š�Œ�•�Œ�™�ˆ�“�G �š� �•�–�•� �”�š�G �œ�š�Œ�‹�G �•�–�™�G �›�•�Œ�G �ž�–�™�‹�G �È�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�É�G �G �G �{�•�Œ�G �ž�–�™�‹�š�G
�”�ˆ�—�—�•�•�Ž�G�O�–�™�G�”�ˆ�—�P�S�G�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�ˆ�›�•�–�•�S�G �ˆ�•�‹�G�–�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�G �ˆ�™�Œ�G�–�•�›�Œ�•�G �œ�š�Œ�‹�G �‹�Œ�—�Œ�•�‹�•�•�Ž�G�–�•�G
�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G�G�~�Œ�G�ˆ�™�Œ�G�š�–�G�ˆ�Š�Š�œ�š�›�–�”�Œ�‹�G�›�–�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G
�ž�•�–�š�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�™�Œ�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�S�G�ž�Œ�G�‹�–�•�Å�›�G�›�•�•�•�’�G�–�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G
�ž�•�›�•�G�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�G�›� �—�Œ�š�G�–�•�G�‹�–�”�ˆ�•�•�š�G�ˆ�š�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�U�G�G�G
�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�X�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�X�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�X�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�X�G�O�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�O�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�O�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�O�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�G�G�G
�G �{�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�ˆ�™�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�ž�•�›�•�G�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�G�‹�–�”�ˆ�•�•�š�G�ˆ�•�‹�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�š�U�G�G
�G

�ˆ�P�G�G�G�{�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f ®� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G 2( ) 1f x x= - �G�G�•�ˆ�š�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G[ ]1,1- �G�ˆ�•�‹�G

�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G� �U�G�G�{�•�Œ�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�Gf �G�•�š�G[ ]0,1 Í � �U�G

�G

�‰�P�G�G�G�{�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f ®� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�›�•�Œ�G�š�Œ�˜�œ�Œ�•�Š�Œ�G( ) sin , 1,2,...f n n n= = �G�G

�•�ˆ�š�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G� �G�ˆ�•�‹�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G� �U�G�G�{�•�Œ�G
�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�•�š�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) { }range sin , 1,2,...f n n= = �G�G�G

�G

�Š�P�G�G�G�{�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G3:f «� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )( ) ,sin ,cosf t t t t= �G�G

�G
�•�š�G�ˆ�G�Š�œ�™�•�Œ�G�O�•�Œ�“�•�Ÿ�P�G�•�•�G�›�•�™�Œ�Œ�T�‹�•�”�Œ�•�š�•�–�•�ˆ�“�G�š�—�ˆ�Š�Œ�U�G�G�{�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�•�š�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G�–�•�G�™�Œ�ˆ�“�G
�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G�•�š�G�›�•�™�Œ�Œ�G�‹�•�”�Œ�•�š�•�–�•�ˆ�“�G�š�—�ˆ�Š�Œ�U�G�G�{�•�Œ�G�•�”�ˆ�Ž�Œ�G�ˆ�›�Gt Î � �G�•�š�G

�›�•�Œ�G�•�Œ�“�•�Ÿ�G( ) 3,sin ,cost t t Î � �U�G

�G

�‹�P�G�G�G�{�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G2:f ®� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�G

�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1 2 1 2( , ) 3 2y f x x x x= = + �G�G

�G
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�‹�Œ�•�•�•�Œ�š�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�O�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�ˆ�›�•�–�•�P�G�ž�•�–�š�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�•�š�G 2� �ˆ�•�‹�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G�•�š�G�›�•�Œ�G

�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G�{�•�Œ�G�•�”�ˆ�Ž�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�—�–�•�•�›�G( ) 2
1 2,x x Î � �G�•�š�G1 23 2x x+ Î � �U�G�G

�U�G
�G�G�G�G�G�G

�Œ�P�G�G�G�{�•�Œ�G�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�ˆ�›�•�–�•�G2 2:f ®� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
1 1

1 1

u x x y

v y x y

+� � � � � � � �
= =� � � � � � � �- -� � � � � � � �

�G

�G

�•�ˆ�š�G�ˆ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G2� �G�ˆ�•�‹�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G2� �U�G�G�{�•�Œ�G�•�”�ˆ�Ž�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�—�–�•�•�›�G( ) 2,x y Î � �G�•�š�G�›�•�Œ�G

�—�–�•�•�›�G( ) 2,u v Î � �U�G

�G

�•�P�G�G�G�{�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�G( ):T y T y® �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�›�•�Œ�G�•�•�›�Œ�Ž�™�ˆ�“�G�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )
( )
( )

2
1

2

b

a

y x
T y dx

gy x

¢+ � �	 
= � �G�G�G

�G

�Ž�•�•�Œ�š�G �›�•�Œ�G �›�•�”�Œ�G�–�•�G �‹�Œ�š�Š�Œ�•�›�G( )T y �G �•�–�™�G �ˆ�G �—�ˆ�™�›�•�Š�“�Œ�G �›�–�G �š�“�•�‹�Œ�G �ž�•�›�•�–�œ�›�G �•�™�•�Š�›�•�–�•�G �œ�•�‹�Œ�™�G

�›�•�Œ�G �•�–�™�Š�Œ�G �–�•�G �Ž�™�ˆ�•�•�›� �G �•�™�–�”�G �ˆ�G �•�•�Ž�•�Œ�™�G �—�–�•�•�›�G( )y a �G �›�–�G �“�–�ž�Œ�™�G �—�–�•�•�›�G( )y b �‹�–�ž�•�G �›�•�Œ�G

�Š�œ�™�•�Œ�G �‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G �‰� �G( )y x �U�G �G �{�•�Œ�G �‹�–�”�ˆ�•�•�G �–�•�GT �G �•�š�G �›�•�Œ�G �Š�“�ˆ�š�š�G �–�•�G �‹�Œ�Š�™�Œ�ˆ�š�•�•�Ž�G

�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�•�ˆ�‰�“�Œ�G�Š�œ�™�•�Œ�š�G( )1 ,C a b �G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G�•�š�G�›�•�Œ�G�—�–�š�•�›�•�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G

�G
�G
�G
�G�G�G�G�G�G�G�G
�h�G�z�•�–�™�›�G�o�•�š�›�–�™� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�h�G�z�•�–�™�›�G�o�•�š�›�–�™� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�h�G�z�•�–�™�›�G�o�•�š�›�–�™� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�h�G�z�•�–�™�›�G�o�•�š�›�–�™� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G �{�•�Œ�G �•�•�›�Œ�™�Œ�š�›�G �•�•�G �›�•�•�•�Ž�š�G �™�Œ�“�ˆ�›�Œ�‹�G �•�š�G �™�–�–�›�Œ�‹�G �•�•�G �ˆ�•�›�•�˜�œ�•�›� �S�G �Ž�–�•�•�Ž�G �ˆ�“�“�G �›�•�Œ�G �ž�ˆ� �G
�‰�ˆ�Š�’�G �›�–�G �n�™�Œ�Œ�’�G �›�•�”�Œ�š�G �ž�•�Œ�•�G �Ž�Œ�–�”�Œ�›�Œ�™�š�G �š�›�œ�‹�•�Œ�‹�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �‰�Œ�›�ž�Œ�Œ�•�G �Ž�Œ�–�”�Œ�›�™�•�Š�G
�–�‰�‘�Œ�Š�›�š�U�G �G �m�ˆ�š�›�G �•�–�™�ž�ˆ�™�‹�G �›�ž�–�G �›�•�–�œ�š�ˆ�•�‹�G � �Œ�ˆ�™�š�S�G �›�•�Œ�G �Š�–�T�•�•�•�Œ�•�›�–�™�š�G �–�•�G �Š�ˆ�“�Š�œ�“�œ�š�S�G
�u�Œ�ž�›�–�•�G �ˆ�•�‹�G �s�Œ�•�‰�•�•�¡�G �ž�™�–�›�Œ�G �ˆ�‰�–�œ�›�G �›�•�Œ�G �•�•�›�Œ�™�‹�Œ�—�Œ�•�‹�Œ�•�Š�Œ�G �–�•�G �”�–�•�•�•�Ž�G �˜�œ�ˆ�•�›�•�›�•�Œ�š�U�G�G
�v�•�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�Œ�ˆ�™�“� �G�•�–�•�T�Ž�Œ�–�”�Œ�›�™�•�Š�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ž�ˆ�š�G�‹�œ�Œ�G�›�–�G�›�•�Œ�G�z�ž�•�š�š�G
�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�G�s�Œ�–�•�ˆ�™�‹�G�l�œ�“�Œ�™�G�O�X�^�W�^�T�X�^�_�Z�P�S�G�ž�•�–�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ˆ�š�G
�G
�x�œ�ˆ�•�›�•�›�•�Œ�š�G�‹�Œ�—�Œ�•�‹�Œ�•�›�G�–�•�G�–�›�•�Œ�™�š�S�G�š�œ�Š�•�G�›�•�ˆ�›�G�ˆ�š�G�›�•�Œ�G�š�Œ�Š�–�•�‹�G�Š�•�ˆ�•�Ž�Œ�š�S�G�š�–�G�‹�–�Œ�š�G�›�•�Œ�G
�•�•�™�š�›�S�G�ˆ�™�Œ�G�š�ˆ�•�‹�G�›�–�G�‰�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�U�G
�G
�l�œ�“�Œ�™�G �ˆ�•�‹�G �–�›�•�Œ�™�G �“�Œ�ˆ�‹�•�•�Ž�G �”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�š�G �–�•�G �›�•�Œ�G �›�•�”�Œ�š�G �›�•�–�œ�Ž�•�›�G �–�•�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �•�•�G

�›�Œ�™�”�š�G�–�•�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�š�S�G�š�œ�Š�•�G�ˆ�š2y x= �U�G�G�G�h�•�G�Œ�Ÿ�—�™�Œ�š�š�•�–�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�™�”�G
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�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
0 0

( )
1 0

x
f x

x

<�
= 


³�
�G

�G
�ž�ˆ�š�G�•�–�›�G�Š�–�•�š�•�‹�Œ�™�Œ�‹�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�š�•�•�Š�Œ�G�•�›�G�š�•�”�—�“� �G�ž�ˆ�š�G�ˆ�G�È�™�œ�“�Œ�É�G�•�–�™�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�•�•�Ž�G�•�ˆ�“�œ�Œ�š�G
�›�–�Gx �U�G�G�G�o�–�ž�Œ�•�Œ�™�S�G�›�•�Œ�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�G�™�Œ�˜�œ�•�™�Œ�”�Œ�•�›�G�•�–�™�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�™�ˆ�•�G�•�•�›�–�G�ˆ�G�—�ˆ�™�ˆ�‹�–�Ÿ�G
�ž�•�Œ�•�G�z�ž�•�š�š�G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�G�k�ˆ�•�•�Œ�“�G�i�Œ�™�•�–�œ�“�“�•�G�ˆ�•�‹�G�m�™�Œ�•�Š�•�G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�G�q�Œ�ˆ�•�G�“�Œ�G
�y�–�•�‹�G �‹�Å�h�“�Œ�”�‰�Œ�™�›�G �š�–�“�•�Œ�‹�G �›�•�Œ�G�•�•�‰�™�ˆ�›�•�•�Ž�G �š�›�™�•�•�Ž�G �—�™�–�‰�“�Œ�”�S�G �ˆ�•�‹�G �Ž�–�›�G �›�•�Œ�G �š�ˆ�”�Œ�G
�•�•�‰�™�ˆ�›�•�–�•�š�G�•�–�™�G�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�š�S�G�—�™�–�”�—�›�•�•�Ž�G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�š�G�›�–�G�›�•�•�•�’�G�ˆ�‰�–�œ�›�G�›�•�Œ�G
�•�•�›�Œ�™�—�™�Œ�›�ˆ�›�•�–�•�G �–�•�G �ˆ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G �G �p�•�G �X�_�Z�^�S�G �n�Œ�™�”�ˆ�•�G �”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�G �w�Œ�›�Œ�™�G �s�Œ�‘�Œ�œ�•�Œ�G
�k�•�™�•�Š�•�“�Œ�›�G �O�X�_�W�\�T�X�_�\�`�P�G �—�™�–�—�–�š�Œ�‹�G �›�•�Œ�G �”�–�‹�Œ�™�•�G �‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G �–�•�G �ˆ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�G �›�•�ˆ�›�G �ž�Œ�G
�’�•�–�ž�G�›�–�‹�ˆ� �a�G�G�G
�G
�h�G�•�ˆ�™�•�ˆ�‰�“�Œ�G�˜�œ�ˆ�•�›�•�›� �G� �G�•�š�G�š�ˆ�•�‹�G�›�–�G�‰�Œ�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�•�ˆ�™�•�ˆ�‰�“�Œ�G�˜�œ�ˆ�•�›�•�›� �G�Ÿ�S�G�•�•�G�›�–�G�Œ�ˆ�Š�•�G
�•�ˆ�“�œ�Œ�G�–�•�G�Ÿ�G�›�•�Œ�™�Œ�G�Š�–�™�™�Œ�š�—�–�•�‹�š�G�ˆ�G�œ�•�•�˜�œ�Œ�“� �G�‹�Œ�›�Œ�™�”�•�•�Œ�‹�G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�˜�œ�ˆ�•�›�•�›� �G� �U�G
�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G�G�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�G�G�G
�G�G�G�G

�p�•�G�ˆ�‹�‹�•�›�•�–�•�G�›�–�G�•�•�›�Œ�™�—�™�Œ�›�•�•�Ž�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ˆ�š�G�ˆ�G�™�œ�“�Œ�S�G�O�ˆ�“�ˆ�G�k�•�™�•�Š�•�“�Œ�›�P�S�G�•�›�G�•�š�G�ˆ�“�š�–�G
�—�–�š�š�•�‰�“�Œ�G�›�–�G�›�•�•�•�’�G�–�•�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G�ˆ�š�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�S�G�ˆ�G�š�œ�‰�‘�Œ�Š�›�G�ž�Œ�G�ˆ�™�Œ�G�ž�Œ�“�“�G�•�ˆ�”�•�“�•�ˆ�™�S�G
�•�ˆ�•�•�•�Ž�G�š�›�œ�‹�•�Œ�‹�G�–�™�‹�Œ�™�G�ˆ�•�‹�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�•�•�G�›�•�Œ�G�—�™�Œ�•�•�–�œ�š�G�Š�•�ˆ�—�›�Œ�™�U�G�G�{�•�Œ�G
�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G�ˆ�š�G�•�–�“�“�–�ž�š�U�G
�G
�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�h�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�•�œ�•�Š�›�•�–�•�•�œ�•�Š�›�•�–�•�•�œ�•�Š�›�•�–�•�Gf �G�•�™�–�”�G�h�G�›�–�G�i �G�G�•�š�G�ˆ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�™�–�”�GA �G�›�–�GB �G�O�•�U�Œ�U�G

f A BÍ ´ �P�G�›�•�ˆ�›�G�š�ˆ�›�•�š�•�•�Œ�š�G�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( ) ,   ,   x y f x z f y zÎ Ù Î � =� �	 
 �G

�G
�•�–�™�Gx A" Î �G�ˆ�•�‹�G ,y z B" Î �G�G�G�G�G�G�G

�G�G�G�G
�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�u�–�›�Œ�a�G �G �{�•�Œ�G �ˆ�‰�–�•�Œ�G �È�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�É�G �‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G �–�•�G �ˆ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G �Ž�Œ�•�Œ�™�ˆ�“�“� �G �Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G �›�•�Œ�G
�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G�G�~�•�Œ�›�•�Œ�™�G�–�•�Œ�G�ˆ�Š�Š�Œ�—�›�š�G�›�•�Œ�G�k�•�™�•�Š�•�“�Œ�›�G�È�™�œ�“�Œ�É�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G
�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G �–�™�G �›�•�Œ�G �È�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�É�G �‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G �•�š�G �•�™�™�Œ�“�Œ�•�ˆ�•�›�U�G�G �{�•�Œ� �G �ˆ�™�Œ�G �š�•�”�—�“� �G �‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�G
�ž�ˆ� �š�G�›�–�G�›�•�•�•�’�G�–�•�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�G�›�•�•�•�Ž�Y�U�G
�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Y�Y�Y�Y�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�G�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�k�Œ�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�Gf �G�G�G�G

�G�G�G�G

                                                 
�Y�G�m�™�–�”�G�ˆ�G�—�œ�™�Œ�“� �G�“�–�Ž�•�Š�ˆ�“�G�—�–�•�•�›�G�–�•�G�•�•�Œ�ž�S�G�›�•�Œ�™�Œ�G�•�š�G�š�–�”�Œ�G�”�Œ�™�•�›�G�•�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�ˆ�“�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G
�•�•�ˆ�š�”�œ�Š�•�G�•�›�G�•�š�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�•�•�G�›�Œ�™�”�š�G�–�•�G�š�Œ�›�š�S�G�ˆ�•�‹�G�š�Œ�›�š�G�ˆ�™�Œ�G�‰�ˆ�š�Œ�‹�G�–�•�G�“�–�Ž�•�Š�ˆ�“�G�ˆ�Ÿ�•�–�”�š�U�G�G�G�u�–�ž�ˆ�‹�ˆ� �š�S�G�•�–�ž�Œ�•�Œ�™�G�G
�›�•�Œ�G�k�•�™�•�Š�•�“�Œ�›�G�‹�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�G�•�š�G�›�•�Œ�G�”�–�™�Œ�G�Š�–�”�”�–�•�G�ž�ˆ� �G�”�–�š�›�G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�š�G�›�•�•�•�’�G�–�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�U�G�G
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�G�G�G�G �s�Œ�›�G�G�G�G { } { }1,2,3,4,5 , 1,2,3,4,5A B= = �U�G �G�U�G �G�U�G �G�U�G �G �~�•�•�Š�•�G �–�•�G �›�•�Œ�G �•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �–�•�G

A B´ �G�ˆ�™�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�f�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1

1

1

1

a)    1,1 , 2,2 , 3,3 , 4,4 , 5,5

b)   1,2 , 2,1 , 3,5 , 1,3 , 5,5

c)   1,1 , 2,1 , 3,1 , 4,1 , 5,1

d)   1,1 , 2,2 , 3,1 , 4,1 , 3,4

R

R

R

R

=

=

=

=

�G

�G �G
�z�–�“�œ�›�•�–�•�a�z�–�“�œ�›�•�–�•�a�z�–�“�œ�›�•�–�•�a�z�–�“�œ�›�•�–�•�a�G�G�G

�G
�ˆ�P�G�G�•�š�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�O�ˆ�“�š�–�G�ˆ�•�G�–�™�‹�Œ�™�G�ˆ�•�‹�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�P�G
�‰�P�G�G�•�š�G�•�–�›�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�š�•�•�Š�Œ�G�X�G�”�ˆ�—�š�G�•�•�›�–�G�›�ž�–�G�•�ˆ�“�œ�Œ�š�S�G�Y�G�ˆ�•�‹�G�Z�G
�Š�P�G�G�•�š�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�O�Š�–�•�š�›�ˆ�•�›�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G
�‹�P�G�G�•�š�G�•�–�›�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�š�•�•�Š�Œ�G�Z�G�”�ˆ�—�š�G�•�•�›�–�G�”�–�™�Œ�G�›�•�ˆ�•�G�–�•�Œ�G�•�ˆ�“�œ�Œ�S�G�X�G�ˆ�•�‹�G�[�U�G�G

�G�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Z�Z�Z�Z�G�G�O�v�™�‹�Œ�™�S�G�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�S�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�O�v�™�‹�Œ�™�S�G�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�S�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�O�v�™�‹�Œ�™�S�G�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�S�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�O�v�™�‹�Œ�™�S�G�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�S�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G�G�G�G �m�•�Ž�œ�™�Œ�G �Z�G �š�•�–�ž�š�G �›�•�™�Œ�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G �–�•�G �›�•�Œ�G �š�Œ�›{ }1,2,3,4A = �U�G �G �G �v�•�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �•�š�G �ˆ�•�G

�–�™�‹�Œ�™�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�S�G�–�•�Œ�G�ˆ�•�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�S�G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�G�–�›�•�Œ�™�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�U�G�G�G
�~�•�•�Š�•�G�•�š�G�ž�•�•�Š�•�f�G

�G
�G

�G
�v�™�‹�Œ�™�S�G�l�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�S�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Z�G
�G�G�G�G
�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�G�G�G
�G�G�G�G
�2�G�G�{�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Z�ˆ�P�G�•�š�G�›�•�Œ�G�–�•�“� �G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�›�•�™�Œ�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�•�š�G�™�Œ�•�“�Œ�Ÿ�•�•�Œ�S�G
�š� �”�”�Œ�›�™�•�Š�G �ˆ�•�‹�G�›�™�ˆ�•�š�•�›�•�•�Œ�S�G �•�Œ�•�Š�Œ�G �•�š�G �›�•�Œ�G �Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�Z�U�G �G �p�›�G �•�š�G �•�–�›�G �ˆ�G
�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�š�–�G�•�›�G�ž�–�œ�“�‹�G�‰�Œ�G�•�•�Š�–�™�™�Œ�Š�›�G�›�–�G�ž�™�•�›�Œ:f A A® �U�G�G

�G�G�G

                                                 
�Z�G�u�–�›�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�Š�Œ�G�Š�“�ˆ�š�š�Œ�š�G�ˆ�™�Œ�G{ } { } { }1 , 2,3 , 3 �U�G�G�G
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�2�G�G�G�{�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Z�‰�P�G�•�š�G�™�Œ�•�“�Œ�Ÿ�•�•�Œ�S�G�ˆ�•�›�•�š� �”�”�Œ�›�™�•�Š�G�ˆ�•�‹�G�›�™�ˆ�•�š�•�›�•�•�Œ�S�G�š�–�G�•�›�G�•�š�G
�›�•�Œ�G�–�™�‹�Œ�™�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�[�U�G�G�p�•�G�•�ˆ�Š�›�G�•�›�G�•�š�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�Gx y£ �U�G

�G
�2�G�G�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Z�Š�P�G�•�š�G�›�•�Œ�G�–�•�“� �G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�›�•�ˆ�›�G�•�ˆ�š�G�Œ�Ÿ�ˆ�Š�›�“� �G�–�•�Œ�Gy �G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�•�–�™�G�Œ�ˆ�Š�•�Gx �G�š�–�G�•�›�G

�•�š�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�\�U�G�G�G�G
�G

�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�G�G�{�ž�–�G�ž�ˆ� �š�G�›�–�G�™�Œ�—�™�Œ�š�Œ�•�›�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G

�G�G�G�G�G�G�G
( ){ }

Dirichlet rule form: : ,  ( ) sin

Relation form:       , : sin

f f x x x

f x y y x x

® = +

= = +

� �
�G

�G�G�G�G
�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G �p�•�G �z�Œ�Š�›�•�–�•�G �Z�U�X�G �ž�Œ�G �•�•�›�™�–�‹�œ�Š�›�Œ�‹�G �›�•�Œ�G �Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G �–�•�G �ˆ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G �ˆ�•�‹�G �š�•�•�Š�Œ�G
�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �ˆ�™�Œ�G �™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�S�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �•�ˆ�•�Œ�G �Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�G �ˆ�š�G �ž�Œ�“�“�U�G �G �o�–�ž�Œ�•�Œ�™�S�G �ž�Œ�G
�•�–�ž�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ˆ�š�G�ˆ�G�™�œ�“�Œ�G:f A B® �G�™�ˆ�›�•�Œ�™�G�›�•�ˆ�•�G�ˆ�š�G�ˆ�G�š�œ�‰�š�Œ�›�Gf A BÎ ´ �G�š�–�G

�›�•�Œ�G�‹�Œ�•�•�•�›�•�–�•�G�›�ˆ�’�Œ�š�G�ˆ�G�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�G�O�‰�œ�›�G�Œ�˜�œ�•�•�ˆ�“�Œ�•�›�P�G�•�–�™�”�U�G�G�G
�G
�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�{�ž�–�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�{�ž�–�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�{�ž�–�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�{�ž�–�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�G
�G
�G�G�G�G�s�Œ�›�G:  and :g A B f B C® ® �G�‰�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�U�G�G�{�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�O�–�™�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�Œ�P�G

�–�•�Gf �G�ˆ�•�‹�Gg �S�G�‹�Œ�•�–�›�Œ�‹�G�‰� �G:f g A C®� �G�•�š�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G( )( ) ( )( )f g x f g x=� �•�–�™�G�ˆ�“�“�G

x �G�•�•�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�–�•�Gg �G�ˆ�•�‹( )g x �G�•�•�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�–�•�Gf �U�G

�G

�G
�G
�G
�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�ˆ�“�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�ˆ�“�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�ˆ�“�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�y�Œ�ˆ�“�T�T�T�T�}�ˆ�“�œ�Œ�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�}�ˆ�“�œ�Œ�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�}�ˆ�“�œ�Œ�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�}�ˆ�“�œ�Œ�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G�G�G�G�m�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�Gf g� �G�ˆ�•�‹�Gg f� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G2( )f x x= �G�ˆ�•�‹�G

( )g x x= �U�G

�G

                                                 
�[�G�p�•�G�•�ˆ�Š�›�G�›�•�Œ�G�–�™�‹�Œ�™�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�•�š�Gx y£ �G
�\�G�p�•�G�ž�Œ�G�•�ˆ�”�Œ�‹�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•f �S�G�›�•�Œ�•�G�ž�Œ�G�ž�–�œ�“�‹�G�•�ˆ�•�Œ�G(1) 2, (2) 3, (3) 2, (4) 4f f f f= = = = �U�G
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�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )( ) ( ) ( ) ( )2
( )f g x f g x f x x x= = = =� �G�G�G�G[ )0,xÎ ¥ �G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )( ) ( ) ( )2 2( )g f x g f x g x x x= = = =� �G�G�G�G�G�G�GxÎ � �G

�G
�u�–�›�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�•�–�›�G�–�•�“� �G�›�•�ˆ�›�Gf g g f¹� � �G�‰�œ�›�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�•�™�G�‹�–�”�ˆ�•�•�š�G�ˆ�™�Œ�G�•�–�›�G�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�U�G

�G
�~�Œ�G�Š�ˆ�•�G�ˆ�“�š�–�G�›�ˆ�’�Œ�G�›�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�–�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�a�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�ž�•�–�š�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G

�ˆ�•�‹�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�ˆ�™�Œ�G�•�ˆ�”�•�“�•�Œ�š�G�–�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�U�G
�G

�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�t�ˆ�™�Ž�•�•�G�u�–�›�Œ�a�G�G�~�Œ�G�Š�ˆ�•�G�•�•�›�Œ�™�—�™�Œ�›�G�›�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G( ) ( )( ) ( )f g x f g x=� �G�–�•�G�›�ž�–�G

�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�•�•�G�›�Œ�™�”�š�G�–�•�G�‰�“�ˆ�Š�’�G�‰�–�Ÿ�Œ�š�U�G�G�~�Œ�G�—�œ�›�G�ˆ�•�Gx �G�•�•�G�›�•�Œ�G�•�•�™�š�›�G�‰�“�ˆ�Š�’�G�‰�–�Ÿ�Gg �G�ˆ�•�‹�G

�Ž�Œ�›�G�›�•�Œ�G�–�œ�›�—�œ�›�G( )g x �S�G�ž�•�Œ�™�Œ�G�ž�Œ�G�›�•�Œ�•�G�—�œ�›�G( )g x �G�•�•�G�›�•�Œ�G�š�Œ�Š�–�•�‹�G�‰�“�ˆ�Š�’�G�‰�–�Ÿ�Gf �G�ˆ�•�‹�G

�ž�Œ�G�Ž�Œ�›�G�›�•�Œ�G�–�œ�›�—�œ�›�G( ) ( )y f g x= � �U�G

�G

�G
�G
�G
�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�\�\�\�\�G�G�G�O�k�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�•�ˆ�“�G�v�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�P�G�G�G�O�k�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�•�ˆ�“�G�v�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�P�G�G�G�O�k�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�•�ˆ�“�G�v�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�P�G�G�G�O�k�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�•�ˆ�“�G�v�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�P�G�G�G�G�k�Œ�•�•�•�Œ�G�–�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�GD �G�ˆ�•�‹�GM �G�‰� �G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( ) ( )
df

D f M f xf x
dx

= = �G

�G
�ž�•�Œ�™�Œ�G�ž�Œ�G�ˆ�š�š�œ�”�Œ�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�–�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�G�ˆ�™�Œ�G�Š�•�–�š�Œ�•�G�š�–�G�ˆ�“�“�G
�Œ�Ÿ�—�™�Œ�š�š�•�–�•�š�G�”�ˆ�’�Œ�G�”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�ˆ�“�G�š�Œ�•�š�Œ�U�G�G�{�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�›�•�Œ�š�Œ�G�–�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�G�•�š�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )( ) ( )( ) ( ) df
D M f D M f D xf x f

dx
= = = +� �G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )( ) ( )( ) df df
M D f M D f M x

dx dx
� �= = =� �
� �

� �G

�G
�G

�G
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�G�G
�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�G�G�G�G
�G�G�G�G
�X�U�G�G�G�G�O�{�Œ�š�›�•�•�Ž�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�{�Œ�š�›�•�•�Ž�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�{�Œ�š�›�•�•�Ž�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�O�{�Œ�š�›�•�•�Ž�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�P�G�G�~�•�•�Š�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�™�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�f�G�G�G�m�–�™�G
�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�ž�•�ˆ�›�G�•�š�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�f�G�G
�G

�ˆ�P�G ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3 , 3,4 , 4,1 , 2,1R= �G

�‰�P�G ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3 , 1,4 , 1,2 , 3,1R= �G

�Š�P�G ( ) ( ) ( ){ }1,3 , 3,4 , 1,1R= �G

�‹�P�G ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,2 , 2,2 , 3,2 , 2,3R= �G�G�G�G

�G�G
�Y�U�G�G�G�O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G�y�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�•�‹�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�G�n�™�ˆ�—�•�G�Œ�ˆ�Š�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G
�–�•�G� �ˆ�•�‹�G�›�Œ�“�“�G�ž�•�•�Š�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�G�ˆ�™�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�U�G
�G

�ˆ�P�G ( ){ }, : 1x y x= �G

�‰�P�G ( ){ }, : 1x y y= �G

�Š�P�G ( ){ }2, :x y y x= �G

�‹�P�G ( ){ }2, :x y x y= �G

�Œ�P�G ( ){ }, : sinx y x y= �G

�•�P�G ( ){ }, : 1x y x y+ = �G

�G
�Z�U�G�G�G�m�•�•�‹�Gf g� �G�ˆ�•�‹�Gg f� �G�ˆ�•�‹�G�›�•�Œ�•�™�G�‹�–�”�ˆ�•�•�š�G�•�–�™�G�›�•�Œ�G�Ž�•�•�Œ�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G,f g �G�ž�•�Œ�™�Œ�G

�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�ˆ�™�Œ�G�ˆ�š�š�œ�”�Œ�‹�G�›�–�G�‰�Œ�G�ˆ�“�“�G�™�Œ�ˆ�“�G�•�ˆ�“�œ�Œ�š�G�•�–�™�G�ž�•�•�Š�•�G�›�•�Œ�G
�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G�ž�Œ�“�“�T�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�U�G�G�G�G�G

�G

�ˆ�P�G ( ) 2 1, ( )f x x g x x= + = �G

�‰�P�G ( ) , ( ) lnxf x e g x x= = �G

�Š�P�G ( ) 2
2

1
, ( )

1
f x g x x

x
= =

+
�G

�‹�P�G ( ) , ( )f x x g x x= = �G

�Œ�P�G ( ) 2 1, ( )f x x g x x= + = �G

�•�P�G ( ) 2 21 , ( ) 1f x x g x x= - = - �G

�Ž�P�G ( ) 2sin , ( ) 1f x x g x= = �G

�•�P�G ( ) 2, ( ) 3f x g x= = �G

�G
�[�U�G�G�O�p�›�Œ�™�ˆ�›�Œ�š�G�–�•�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�p�›�Œ�™�ˆ�›�Œ�š�G�–�•�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�p�›�Œ�™�ˆ�›�Œ�š�G�–�•�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�p�›�Œ�™�ˆ�›�Œ�š�G�–�•�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�p�•�G( ) cosf x x= �G�ˆ�•�‹�G�š�›�ˆ�™�›�•�•�Ž�G�ˆ�›�G�ˆ�•�G�ˆ�™�‰�•�›�™�ˆ�™� �G�•�•�•�›�•�ˆ�“�G

�•�ˆ�“�œ�Œ�G0 1x = �G �Š�–�”�—�œ�›�Œ�G �›�•�Œ�G �•�›�Œ�™�ˆ�›�Œ�š�G1( ), 1,2,...n nx f x n-= = �S�G �G �k�™�ˆ�ž�G �ˆ�G �—�•�Š�›�œ�™�Œ�G �ˆ�•�‹�G
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�›�•�Œ�•�G �—�™�–�•�Œ�G �ž�•� �G �›�•�Œ�G �š�Œ�˜�œ�Œ�•�Š�Œ�G{ }nx �G �–�•�G �•�ˆ�“�œ�Œ�š�G �Ž�Œ�›�š�G �Š�“�–�š�Œ�™�G �ˆ�•�‹�G �Š�“�–�š�Œ�™�G �›�–�G

�W�U�^�Z�`�W�_�\�U�G�G�G
�G
�\�U�G �G �G �O�j�“�ˆ�š�š�™�–�–�”�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�j�“�ˆ�š�š�™�–�–�”�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�j�“�ˆ�š�š�™�–�–�”�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�j�“�ˆ�š�š�™�–�–�”�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G �G �s�Œ�›�GA �G �‰�Œ�G �›�•�Œ�G �š�Œ�›�G �–�•�G �š�›�œ�‹�Œ�•�›�š�G �•�•�G � �–�œ�™�G �p�•�›�™�–�G �›�–�G
�h�‰�š�›�™�ˆ�Š�›�G�t�ˆ�›�•�G�j�“�ˆ�š�š�G�ˆ�•�‹�GB �G�‰�Œ�G�›�•�Œ�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G�•�™�–�”�G�X�G�›�–�G�X�W�W�U�G
�G�G�G
�ˆ�P�G�G�G�z�œ�—�—�–�š�Œ�G�ž�Œ�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�G �›�–�G �Œ�ˆ�Š�•�G �š�›�œ�‹�Œ�•�›�G �•�•�G �›�•�Œ�G�Š�“�ˆ�š�š�G �›�•�Œ�G�ˆ�Ž�Œ�G�–�•�G �›�•�ˆ�›�G �š�›�œ�‹�Œ�•�›�U�G�G
�{�•�ˆ�›�G�•�š�S�G�•�•�Gx �G�•�š�G�ˆ�G�š�›�œ�‹�Œ�•�›�G�•�•�G�›�•�Œ�G�Š�“�ˆ�š�š�S�G�›�•�Œ�•�G( )f x �G�•�š�G�›�•�Œ�G�ˆ�Ž�Œ�G�–�•�Gx �U�G�G�G�p�š�G�›�•�•�š�G�ˆ�G

�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�™�–�”�G to A B�f�G
�G
�‰�P�G�G�G�z�œ�—�—�–�š�Œ�G�ž�Œ�G�ˆ�š�š�•�Ž�•�G�›�–�G�Œ�ˆ�Š�•�G�•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�Gn BÎ �G�ˆ�“�“�G�š�›�œ�‹�Œ�•�›�š�G�•�•�GA �G�ž�•�–�š�Œ�G
�ˆ�Ž�Œ�G�•�š�Gn �U�G�G�G�p�š�G�›�•�•�š�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�™�–�”�G to B A�f�G
�G�G
�]�U�G �G�G�O�G�G�O�G�G�O�G�G�O�m�•�•�‹�•�•�Ž�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�m�•�•�‹�•�•�Ž�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�m�•�•�‹�•�•�Ž�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�m�•�•�‹�•�•�Ž�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�G�G�n�•�•�Œ�G�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�š�G�–�•�G,f g �G�›�•�ˆ�›�G�š�ˆ�›�•�š�•� �G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G

�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�U�G�G
�G

�ˆ�P�G ( )( ) 2f g x x= -� �G

�‰�P�G ( ) ( ) 1xf g x e +=� �G

�Š�P�G ( )( ) 2f g x x= -� �G

�‹�P�G�G�G�G( )( ) 2 1f g x x= +� �G

�G�G
�^�U�G�G�G�G�G�G�G�G�O�t�–�™�Œ�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�O�t�–�™�Œ�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�O�t�–�™�Œ�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�O�t�–�™�Œ�G�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�G�G�n�•�•�Œ�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š,f g �G�Œ�ˆ�Š�•�G�ž�•�›�•�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�G

{ }1,2,3,4A = �G�ˆ�š�G�•�“�“�œ�š�›�™�ˆ�›�Œ�‹�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�[�S�G�•�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�U�G

�G

�G
�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�[�G

�G
�ˆ�P�G f g� �G�G�G�G

�‰�P�G g f� �G

�Š�P�G f f� �G

�‹�P�G g g� �G

�G�G�G�G
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�_�U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�O�z�›�™�•�Š�›�“� �G�p�•�Š�™�Œ�ˆ�š�•�•�Ž�P�G�G�G�O�z�›�™�•�Š�›�“� �G�p�•�Š�™�Œ�ˆ�š�•�•�Ž�P�G�G�G�O�z�›�™�•�Š�›�“� �G�p�•�Š�™�Œ�ˆ�š�•�•�Ž�P�G�G�G�O�z�›�™�•�Š�›�“� �G�p�•�Š�™�Œ�ˆ�š�•�•�Ž�P�G�G�h�G�G�G�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f ®� � �•�š�G�š�ˆ�•�‹�G�›�–�G�‰�Œ�G�š�›�™�•�Š�›�“� �G�•�•�Š�™�Œ�ˆ�š�•�•�Ž�G�•�•�G

( ) ( )a b f a f b< � < �U�G�G�p�•�G,f g �ˆ�™�Œ�G�‰�–�›�•�G�š�›�™�•�Š�›�“� �G�•�•�Š�™�Œ�ˆ�š�•�•�Ž�G�™�Œ�ˆ�“�T�•�ˆ�“�œ�Œ�‹�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G

�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�“�•�•�Œ�S�G�›�•�Œ�•�G�•�š�Gf g� �G�š�›�™�•�Š�›�“� �G�•�•�Š�™�Œ�ˆ�š�•�•�Ž�f�G�G�l�•�›�•�Œ�™�G�—�™�–�•�Œ�G�•�›�G�–�™�G

�•�•�•�‹�G�ˆ�G�Š�–�œ�•�›�Œ�™�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�U�G�G�G�G
�G�G�G�G
�`�U�G�G�G�G�G�G�G�G�O�o�”�”�”�”�”�”�”�”�”�P�G�G�O�o�”�”�”�”�”�”�”�”�”�P�G�G�O�o�”�”�”�”�”�”�”�”�”�P�G�G�O�o�”�”�”�”�”�”�”�”�”�P�G�G�p�•�G,f g �ˆ�™�Œ�G�‰�–�›�•�G�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�•�ˆ�‰�“�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�T�•�ˆ�“�œ�Œ�‹�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G

�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�–�•�G�›�•�Œ�G�™�Œ�ˆ�“�G�“�•�•�Œ�S�G�•�š�G�›�•�Œ�•�™�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Gf g� �G�‹�•�•�•�Œ�™�Œ�•�›�•�ˆ�‰�“�Œ�f�G

�G�G�G�G
�G�X�W�U�G �O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G �ˆ�G �j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�G �G �G�G �O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G �ˆ�G �j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�G �G �G�G �O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G �ˆ�G �j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�G �G �G�G �O�n�™�ˆ�—�•�•�•�Ž�G �ˆ�G �j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�G �G �G �k�™�ˆ�ž�G �ˆ�•�G �ˆ�™�‰�•�›�™�ˆ�™� �G �Ž�™�ˆ�—�•�G �–�•�G �›�ž�–�G �™�Œ�ˆ�“�T�•�ˆ�“�œ�Œ�‹�G
�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �–�•�G �ˆ�G �™�Œ�ˆ�“�G �•�ˆ�™�•�ˆ�‰�“�Œ�G,f g �G �ˆ�•�‹�G �š�Œ�“�Œ�Š�›�G �ˆ�•�G �ˆ�™�‰�•�›�™�ˆ�™� �G �™�Œ�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�Gx �U�G�G�G

�p�“�“�œ�š�›�™�ˆ�›�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�›�•�Œ�G�“�–�Š�ˆ�›�•�–�•�G�–�•�G( )( )f g x� �U�G

�G�G�G�G

�X�X�U�G�G�G�G �O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�P�G �G �s�Œ�›�G: , :f g® ®� � � � �G �‰�Œ�G �‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G �‰� �G3( ) 1f x x= + �S�G
3( )g x x= �U�G�G�G�z�•�–�ž�G�›�•�ˆ�›�Gf g g f¹� � �U�G�G�G�h�™�Œ�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�›�ž�–�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�G

�›�•�Œ�G�š�ˆ�”�Œ�f�G
�G
�X�Y�U�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�š�P�G�G�m�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Gf g� �G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�G

�G 3:f ®� � �S�G�G:g ®� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G( )2 3( ) , ,f t t t t= �S�G( ) sing t t= �U�G�~�•�ˆ�›�G�•�š�G�›�•�Œ�G�G

�‹�–�”�ˆ�•�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�f�G
�G

�X�Z�U�G�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�v�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�v�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�v�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�v�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�P�G�G�G�k�Œ�•�•�•�Œ�G�–�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�G( )1 ( ) 1L f xf x= + �S�G�G

2
2( )

df
L f x

dx
= �G�–�•�G�‹�–�”�ˆ�•�•�š�G�š�œ�•�•�•�Š�•�Œ�•�›�G�•�–�™�G�ˆ�“�“�G�–�—�Œ�™�ˆ�›�–�™�š�G�›�–�G�Œ�Ÿ�•�š�›�U�G�G�m�•�•�‹�G

�G
�ˆ�P�G 1 2L L� �G

�‰�P�G 2 1L L� �G

�G
�X�[�U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�O�j�•�ˆ�™�ˆ�Š�›�Œ�™�•�š�›�•�Š�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�j�•�ˆ�™�ˆ�Š�›�Œ�™�•�š�›�•�Š�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�j�•�ˆ�™�ˆ�Š�›�Œ�™�•�š�›�•�Š�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�j�•�ˆ�™�ˆ�Š�›�Œ�™�•�š�›�•�Š�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�{�•�Œ�G�Š�•�ˆ�™�ˆ�Š�›�Œ�™�•�š�›�•�Š�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�–�•�G�ˆ�G�š�Œ�›�GA �G�•�š�G

�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�ˆ�š�G( ){ } ( ){ },1 : ,0 :Af x x A x x A= Î È Ï �U�G�G�k�™�ˆ�ž�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G

�Š�•�ˆ�™�ˆ�Š�›�Œ�™�•�š�›�•�Š�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�–�•�G[ ] [ ]1,2 3,4A = È �U�G

�G

�X�\�U�G�G�G�O�h�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�–�™�G�u�–�›�G�ˆ�h�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�–�™�G�u�–�›�G�ˆ�h�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�–�™�G�u�–�›�G�ˆ�h�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�–�™�G�u�–�›�G�ˆ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�n�•�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�š�Œ�›�G�–�•�G�—�–�•�•�›�š�G( ),x y �•�•�G�›�•�Œ�G�—�“�ˆ�•�Œ�G

�›�•�ˆ�›�G�š�ˆ�›�•�š�•� �G�›�•�Œ�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1x y+ = �G�G

�G
�ˆ�P�G �G �G �k�™�ˆ�ž�G �›�•�Œ�G �—�–�•�•�›�š�G �›�•�ˆ�›�G �š�ˆ�›�•�š�•� �G �›�•�Œ�G �Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�U�G �G �O�o�•�•�›�a�G �G �k�™�ˆ�ž�G �Œ�ˆ�Š�•�G �˜�œ�ˆ�‹�™�ˆ�•�›�G
�š�Œ�—�ˆ�™�ˆ�›�Œ�“� �U�P�G
�G
�‰�P�G�G�G�k�–�Œ�š�G�›�•�Œ�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�f�G
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�G
�X�]�U�G �G �O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G �–�•�G �v�•�›�–�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G �–�•�G �v�•�›�–�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G �–�•�G �v�•�›�–�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G �–�•�G �v�•�›�–�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G �G �w�™�–�•�Œ�G �›�•�ˆ�›�G �•�•�Gg �”�ˆ�—�š�G onto X Y �S�G �ˆ�•�‹�G

f �”�ˆ�—�š�Gonto Y Z �S�G�›�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Gf g� �G�”�ˆ�—�š�G onto X Z �U�G

�G
�X�^�U�G�G�G�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�X�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�X�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�X�O�j�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�G�–�•�G�X�T�T�T�T�X�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�G�G�X�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�G�G�X�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�G�G�X�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G�G�G�w�™�–�•�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�•�•�Gg �G�•�š�G�ˆ�G�X�T�X�G�”�ˆ�—�—�•�•�Ž�G�•�™�–�”�G

 to X Y �S�G�ˆ�•�‹�Gf �G�•�š�G�ˆ�G�X�T�X�G�”�ˆ�—�—�•�•�Ž�G�•�™�–�”�Gto Y Z �S�G�›�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�Š�–�”�—�–�š�•�›�•�–�•�Gf g� �G�•�š�G�ˆ�G

�X�T�X�G�”�ˆ�—�—�•�•�Ž�G�•�™�–�”�G to X Z �U�G
�G
�G�X�_�U�G�G�O�w�ˆ�›�•�–�“�–�Ž�•�Š�ˆ�“�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�w�ˆ�›�•�–�“�–�Ž�•�Š�ˆ�“�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�w�ˆ�›�•�–�“�–�Ž�•�Š�ˆ�“�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�O�w�ˆ�›�•�–�“�–�Ž�•�Š�ˆ�“�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�{�•�Œ�G�~�Œ�•�Œ�™�š�›�™�ˆ�š�š�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f ®� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G
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challenge the belief at the time that every continuous function was differentiable 
except on a set of isolated points.  Use a computer algebra system to plot the first   
What is your intuitive interpretation of such a function and what would it look like?�G
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