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1 Often one simply writes 1-1 to denote a one-to-one function.  
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�G �G
�{� �—�Œ�š�G�–�•�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�X�G
�G

�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Y�Y�Y�Y�G�G�O�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�O�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�O�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�O�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�G�G
�G�G�G�G

�z�•�–�ž�G :f ®� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G( ) 2f n n= �G�•�š�G�ˆ�•�G�•�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�G�O�•�U�Œ�U�G�ˆ�G�–�•�Œ�T�›�–�T�–�•�Œ�G

�”�ˆ�—�—�•�•�Ž�P�U�G�G�G�G
�G

�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�w�™�–�–�•�a�G�G
�z�–�”�Œ�G �—�Œ�–�—�“�Œ�G �ž�–�œ�“�‹�G �š�ˆ� �G �š�•�”�—�“� �G �“�•�•�•�•�Ž�G �œ�—�G �›�•�Œ�G �•�ˆ�›�œ�™�ˆ�“�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�G �ˆ�Ž�ˆ�•�•�š�›�G

�›�•�Œ�•�™�G�š�˜�œ�ˆ�™�Œ�š�S�G�ˆ�š�G�•�š�G�‹�–�•�Œ�G�•�•�G�{�ˆ�‰�“�Œ�G�X�G�•�š�G�ˆ�G�—�™�Œ�›�›� �G�Š�–�•�•�•�•�Š�•�•�Ž�G�ˆ�™�Ž�œ�”�Œ�•�›�G�›�•�ˆ�›�Gf �G�•�š�G

�ˆ�G�X�T�X�G�”�ˆ�—�—�•�•�Ž�S�G�‰�œ�›�G�ž�Œ�G�—�™�Œ�š�Œ�•�›�G�ˆ�G�”�–�™�Œ�G�•�–�™�”�ˆ�“�G�—�™�–�–�•�U�G
�G

�G�G�G�G�Gn �G �X�G �Y�G �Z�G �[�G� �G n �G � �G
2( )f n n= �G �X�G �[�G �`�G �X�]�G� �G 2n �G � �G

�{�ˆ�‰�“�Œ�G�X�G
�G
�~�Œ�G �š�•�–�ž�G ( ) ( )m n f m f n¹ � ¹ �G �‰� �G �—�™�–�•�•�•�Ž�G �•�›�š�G �Š�–�•�›�™�ˆ�—�–�š�•�›�•�•�Œ�G

( ) ( )f m f n m n= � = �U�G�G�~�Œ�G�ž�™�•�›�Œ�G

�G
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�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 0

0

  or  

f m f n m n

m n

m n m n

m n m n

= � =

� - =

� - + =

� = = -

�G

�G
�G�G�i�œ�›�Gm n= - �•�š�G�•�–�›�G�—�–�š�š�•�‰�“�Œ�G�š�•�•�Š�Œ�G�ž�Œ�G�ˆ�™�Œ�G�ˆ�š�š�œ�”�•�•�Ž�G,m n�G�ˆ�™�Œ�G�—�–�š�•�›�•�•�Œ�G�•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G�G

�o�Œ�•�Š�Œ�S�G�ž�Œ�G�Š�–�•�Š�“�œ�‹�Œ�Gm n= �G�ˆ�•�‹�G�š�–�Gf �•�š�G1 1- �G�–�•�G� �U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�+�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�Z�Z�Z�Z�G�G�G�O�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�O�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�O�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�O�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�G

�G �k�Œ�›�Œ�™�”�•�•�Œ�G�•�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G:f ®� � �G�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G3( ) 1f x x= + �G�•�š�G�ˆ�G

�š�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�U�G
�G

�w�™�–�–�•�a�G �G�w�™�–�–�•�a�G �G�w�™�–�–�•�a�G �G�w�™�–�–�•�a�G �G �~�Œ�G �š�•�–�ž�G �•�–�™�G �ˆ�•� �Gy Î � �G �›�•�Œ�™�Œ�G �Œ�Ÿ�•�š�›�š�G �ˆ�•xÎ � �G �š�œ�Š�•�G �›�•�ˆ�›�G3 1.y x= + �G�G

�z�–�“�•�•�•�Ž�G �•�–�™�Gx �G �Ž�•�•�Œ�š�G3 1x y= - �U�G �G �G �o�Œ�•�Š�Œ�S�G �•�–�™�G �ˆ�•� �G �•�ˆ�“�œ�Œ�G�–�•�Gy �G �›�•�•�š�G �•�ˆ�“�œ�Œ�G�–�•�Gx �G

�”�ˆ�—�š�G�•�•�›�–�Gy �U�G�o�Œ�•�Š�Œ�S�Gf �”�ˆ�—�š�G onto .� � �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�+�G

�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�[�G�G�O�j�–�œ�•�›�Œ�™�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�P�G�G�G�O�j�–�œ�•�›�Œ�™�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�P�G�G�G�O�j�–�œ�•�›�Œ�™�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�P�G�G�G�O�j�–�œ�•�›�Œ�™�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�P�G�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G �p�š�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G:f ®� � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G2 2y x x= + �G�G�ˆ�G�š�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�f�G

�G
�z�–�“�œ�›�•�–�•�a�z�–�“�œ�›�•�–�•�a�z�–�“�œ�›�•�–�•�a�z�–�“�œ�›�•�–�•�a�G�G�G�G
�G�G�G�G
�G�G�G�u�–�U�G �G �{�•�Œ�G �•�œ�”�‰�Œ�™�G2y = - �G �•�ˆ�š�G �•�–�G �—�™�Œ�•�”�ˆ�Ž�Œ�G �š�•�•�Š�Œ�G � �–�œ�G �Š�ˆ�•�G �Œ�ˆ�š�•�“� �G �š�•�–�ž�G

2 2 2x x+ = - �G�•�ˆ�š�G�–�•�“� �G�Š�–�”�—�“�Œ�Ÿ�G�š�–�“�œ�›�•�–�•�š�U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�+�G
�G

�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�\�\�\�\�G�G�G�O�t�ˆ�—�G�•�™�–�”�G�O�t�ˆ�—�G�•�™�–�”�G�O�t�ˆ�—�G�•�™�–�”�G�O�t�ˆ�—�G�•�™�–�”�G2� �G�–�•�›�–�G�G�–�•�›�–�G�G�–�•�›�–�G�G�–�•�›�–�G2� �P�P�P�P�G�G�z�•�–�ž�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�ˆ�›�•�–�•�G2 2:T ®� � �G
�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1 1 2

2 1 2

x x x
T

x x x

+� � � �
=� � � �-� � � �

�G

�G
�•�š�G�ˆ�G�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�—�“�ˆ�•�Œ�G�–�•�›�–�G�›�•�Œ�G�—�“�ˆ�•�Œ�U�G
�G
�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�G�G�G
�G
�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�a�G �s�Œ�›�›�•�•�Ž�G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1 1 2

2 1 2

y x x

y x x

= +

= -
�G

�G

�ž�Œ�G �—�™�–�•�Œ�G �›�•�Œ�™�Œ�G �Œ�Ÿ�•�š�›�š�G �ˆ�G �—�–�•�•�›�G( ) 2
1 2,x x Î � �G �ž�•�•�Š�•�G �”�ˆ�—�š�G �–�•�›�–�G( )1 2,y y �G �‰� �G

�š�•�–�ž�•�•�Ž�G�›�•�Œ�G�š� �š�›�Œ�”�G�–�•�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�š�G
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�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1 2 1

1 2 2

x x y

x x y

+ =

- =
�G

�G
�•�ˆ�š�G�ˆ�G�š�–�“�œ�›�•�–�•�G1 2,x x �G�•�–�™�G�ˆ�™�‰�•�›�™�ˆ�™� �G1 2,y y �U�G�G�z�–�“�•�•�•�Ž�G�›�•�Œ�š�Œ�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�š�S�G�ž�Œ�G�Ž�Œ�›�G�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
( )

( )

1 1 2

2 1 2

1
2
1
2

x y y

x y y

= +

= -
�G

�G

�o�Œ�•�Š�Œ�GT �G�”�ˆ�—�š�G2� �G�–�•�›�–�G2� �U�G�G�G
�G
�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�a�G�G�{�–�G�š�•�–�ž�GT �G�•�š�G�ˆ�•�G�•�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�S�G�ž�Œ�G�š�Œ�›�G�›�•�Œ�G�•�”�ˆ�Ž�Œ�š�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 2

and       
y x x y x x

y x x y x x

¢ ¢ ¢+ +� � � � � � � �
= =� � � � � � � �¢ ¢ ¢- -� � � � � � � �

�G

�G

�Œ�˜�œ�ˆ�“�G�ˆ�•�‹�G�š�•�–�ž�G�›�•�Œ�•�™�G�™�Œ�š�—�Œ�Š�›�•�•�Œ�G�—�™�Œ�•�”�ˆ�Ž�Œ�š�G( ) ( )1 2 1 2,  and ,x x x x¢ ¢ �G�ˆ�™�Œ�G�Œ�˜�œ�ˆ�“�G�O�›�•�•�š�G

�•�š�G�›�•�Œ�G�Š�–�•�›�™�ˆ�—�–�š�•�›�•�•�Œ�G�•�–�™�”�G�–�•�G1 1- �P�U�G�G�G�k�–�•�•�Ž�G�›�•�•�š�G�ž�Œ�G�Ž�Œ�›�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1 2 1 2

1 2 1 2

x x x x

x x x x

¢ ¢+ = +

¢ ¢- = -
�G

�–�™�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

0

0

x x x x

x x x x

¢ ¢- - - =

¢ ¢- + - =
�G

�G
�ž�•�•�Š�•�G�™�Œ�‹�œ�Š�Œ�š�G�›�–�G1 1 2 2,x x x x¢ ¢= = �U�G�G�o�Œ�•�Š�Œ�GT �G�•�š�G�ˆ�•�G�•�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�U�G�z�•�•�Š�Œ�GT �G�•�š�G�‰�–�›�•�G�ˆ�•�G

�•�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�G�ˆ�•�‹�G�š�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�S�G�•�›�G�•�š�G�ˆ�G�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�U�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�+�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�G�G�G
�G�G�G�G�G �p�•�G �ˆ�™�•�›�•�”�Œ�›�•�Š�G �š�–�”�Œ�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�G �•�ˆ�•�Œ�G �•�•�•�Œ�™�š�Œ�š�U�G �G �m�–�™�G �Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G �G3- �G �•�š�G �›�•�Œ�G

�ˆ�‹�‹�•�›�•�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�G3+ �G�š�•�•�Š�Œ�G( )3 3 0+ - = �U�G�G�z�–�”�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�ˆ�“�š�–�G�•�ˆ�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�š�G

�•�•�G �›�•�Œ�G �š�Œ�•�š�Œ�G �›�•�ˆ�›�G �›�•�Œ�G �•�•�•�Œ�™�š�Œ�G �–�•�G �ˆ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�G �È�œ�•�‹�–�Œ�š�É�G�›�•�Œ�G �–�—�Œ�™�ˆ�›�•�–�•�G �–�•�G �›�•�Œ�G
�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�G
�G
�G
�G
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�G�G�G�G
�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�k�Œ�•�•�•�•�›�•�–�•�a�G�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�G�G�G
�G�G�G�G�G�G�G�G

�G�G�G�G�G�G�p�•:f A B® �G�G�•�š�G�ˆ�•�G�•�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�S�G�›�•�Œ�•�G�•�–�™�G�Œ�ˆ�Š�•�G( )y f AÎ �G�•�•�G�›�•�Œ�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•A �S�G�›�•�Œ�G

�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�G( )f x y= �G �•�ˆ�š�G �ˆ�G �œ�•�•�˜�œ�Œ�G �š�–�“�œ�›�•�–�•x AÎ �U�G �G �{�•�•�š�G � �•�Œ�“�‹�š�G �ˆ�G �•�Œ�ž�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�G

( )1 :f f A A- ® �S�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( )1x f y-= �U�G

�G

�•�–�™�G�ˆ�“�“ ( )y f AÎ �U�G�G�{�•�•�š�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�•�•�•�Œ�™�š�Œ�•�•�•�Œ�™�š�Œ�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•f �–�•�G( )f A �U�G�G�G�G

�G

�G�G
�G

�p�•�Gf �•�š�G�‰�–�›�•�G�ˆ�•�G�•�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�G�ˆ�•�‹�G�G�–�•�›�–�G�›�•�Œ�G�Š�–�‹�–�”�ˆ�•�•�GB �S�G�›�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G

�”�ˆ�—�š�G1 :f B A- ® �U�G�G�G

�G
�G
�p�•�G�›�•�Œ�G�“�ˆ�•�Ž�œ�ˆ�Ž�Œ�G�–�•�G�™�Œ�“�ˆ�›�•�–�•�š�S�G�ž�Œ�G�ž�–�œ�“�‹�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�–�•�Gf A BÎ ´ �G

�‰� �G ( ) ( ){ }1 , : ,f y x B A x y f- = Î ´ Î �U�G�G�G�G

�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�]�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�]�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�]�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�]�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G�G�G�G�G�{�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G[ ) [ ): 0, 1,f ¥ ® ¥ �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G �G�G�G�G �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G 2( ) 1 , 0f x x x= + ³ �G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�G�G�G�G

�•�š�G�‰�–�›�•�G�X�T�X�G�ˆ�•�‹�G�–�•�›�–�G�ˆ�•�‹�G�•�Œ�•�Š�Œ�G�•�ˆ�š�G�ˆ�•�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G[ ) [ )1 : 1, 0,f - ¥ ® ¥ �U�G�G�G�m�•�•�‹�G�ˆ�•�‹�G

�‹�™�ˆ�ž�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G�›�•�•�š�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�U�G
�G
�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�G�G�G�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�G�G�G�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�G�G�G�z�–�“�œ�›�•�–�•�G�G�G�G�z�–�“�•�•�•�Ž�G�›�•�Œ�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�G�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G21y x= + �G

�G
�•�–�™�G0x ³ �G�•�•�G�›�Œ�™�”�š�G�–�•�Gy �S�G�ž�Œ�G�•�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�œ�•�•�˜�œ�Œ�G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�G

�G
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�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1 , 1x y y= + - ³ �G

�G
�›�•�œ�š�G�ž�Œ�G�ž�–�œ�“�‹�G�ž�™�•�›�Œ�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G1( ) 1 , 1f y y y- = - ³ �U�G�G�G�G

�G�G�G�G

�{�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�š�G�–�•�Gf �G�ˆ�•�‹�G1f - �G�ˆ�™�Œ�G�‹�™�ˆ�ž�•�G�•�•�G�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�U�G�G�G�u�–�›�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G1f - �G

�•�š�G�›�•�Œ�G�™�Œ�•�“�Œ�Š�›�•�–�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�Gf �G�›�•�™�–�œ�Ž�•�G�›�•�Œ�G�[�\�G�‹�Œ�Ž�™�Œ�Œ�G�“�•�•�Œ�Gy x= �U�G

�G

�G
�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ˆ�•�‹�G�p�›�š�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G

�m�•�Ž�œ�™�Œ�G�Y�G
�G �G
�G�G�G�G
�o�•�š�›�–�™�•�Š�ˆ�“�G�u�–�›�Œ�a�G�G�o�•�š�›�–�™�•�Š�ˆ�“�G�u�–�›�Œ�a�G�G�o�•�š�›�–�™�•�Š�ˆ�“�G�u�–�›�Œ�a�G�G�o�•�š�›�–�™�•�Š�ˆ�“�G�u�–�›�Œ�a�G�G�{�•�Œ�G�š�›�œ�‹� �G�–�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�Š�•�ˆ�•�Ž�Œ�‹�G�˜�œ�ˆ�“�•�›�ˆ�›�•�•�Œ�“� �G�ž�•�›�•�G�›�•�Œ�G�•�‹�Œ�ˆ�š�G�–�•�G
�p�›�ˆ�“�•�ˆ�•�G �”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�G �}�•�›�–�G �}�–�“�›�Œ�™�™�ˆ�G �O�X�_�]�W�T�X�`�[�W�P�G �ž�•�–�G�•�•�›�™�–�‹�œ�Š�Œ�‹�G �›�•�Œ�G �•�‹�Œ�ˆ�G �–�•�G
�•�œ�•�Š�›�•�œ�•�Š�›�•�œ�•�Š�›�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �–�•�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�•�–�•�š�G �–�•�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�•�–�•�š�G �–�•�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�•�–�•�š�G �–�•�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �O�•�U�Œ�U�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G �ž�•�–�š�Œ�G �ˆ�™�Ž�œ�”�Œ�•�›�š�G �ž�Œ�™�Œ�G �›�•�Œ�”�š�Œ�“�•�Œ�š�G
�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�U�G �G �s�ˆ�›�Œ�™�G �m�™�Œ�•�Š�•�G �”�ˆ�›�•�Œ�”�ˆ�›�•�Š�•�ˆ�•�G �q�ˆ�Š�˜�œ�Œ�š�G �o�ˆ�‹�ˆ�”�ˆ�™�‹�G �O�X�_�]�\�T�X�`�]�Z�P�G
�•�ˆ�”�Œ�‹�G�›�•�Œ�š�Œ�G�›� �—�Œ�š�G�–�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�š�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�š�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�š�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�š�S�G�ˆ�•�‹�G�w�ˆ�œ�“�G�s�Œ�º�•� �G�O�X�_�_�]�T�X�`�^�X�P�G�Ž�ˆ�•�Œ�G
�›�•�Œ�G�•�ˆ�”�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�G�ˆ�•�ˆ�“� �š�•�š�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�G�ˆ�•�ˆ�“� �š�•�š�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�G�ˆ�•�ˆ�“� �š�•�š�•�œ�•�Š�›�•�–�•�ˆ�“�G�ˆ�•�ˆ�“� �š�•�š�G�›�–�G�›�•�Œ�G�š�›�œ�‹� �G�–�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�•�•�›�Œ�™�—�™�Œ�›�Œ�‹�G�ˆ�š�G�—�–�•�•�›�š�G�•�•�G�ˆ�G
�š�—�ˆ�Š�Œ�S�G�•�–�›�G�œ�•�“�•�’�Œ�G�—�–�•�•�›�š�G�•�•�G�›�•�Œ�G�—�“�ˆ�•�Œ�U�G
�G�G

�G
�G�G�G�G

�G�G�G�G
�G �v�•�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�”�–�š�›�G�•�”�—�–�™�›�ˆ�•�›�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�•�š�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�m�–�œ�™�•�Œ�™�G
�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�U�G

�m�œ�•�Š�›�•�–�•�m�œ�•�Š�›�•�–�•�m�œ�•�Š�›�•�–�•�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�G�G�G ( )f x �G�G�G�G �p�•�•�Œ�™�š�Œ�p�•�•�Œ�™�š�Œ�p�•�•�Œ�™�š�Œ�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�G�G�G ( )1f y- �G�G�G�G �j�–�”�”�Œ�•�›�š�j�–�”�”�Œ�•�›�š�j�–�”�”�Œ�•�›�š�j�–�”�”�Œ�•�›�š�G�G�G�G
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x a+ �G y a- �G �G
mx�G /y m�G 0m¹ �G

1/ x �G 1/ y �G �G
2x �G y �G , 0x y ³ �G

3x �G 3 y �G no restriction on ,x y �G
xe �G ln y �G 0y > �G
xa �G loga y �G 0, 0a y> > �G
/a bx �G /b ax �G 0x ³ �G

�Gtanx �G 1tan y- �G�G
2 2

x
p p

- < < �G

�j�–�”�”�–�•�G�p�•�•�Œ�™�š�Œ�š�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
�{�ˆ�‰�“�Œ�G�Y�G

�G�G�G�G
�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�^�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�^�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�^�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�l�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�G�^�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�–�œ�™�•�Œ�™�G�{�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�P�m�–�œ�™�•�Œ�™�G�{�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�P�m�–�œ�™�•�Œ�™�G�{�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�P�m�–�œ�™�•�Œ�™�G�{�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�P�G�G�G�G
�G�G�G�G

�G �{�•�Œ�G�m�–�œ�™�•�Œ�™�G�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�G: x XÁ ® �G�”�ˆ�—�š�G�•�•�›�Œ�Ž�™�ˆ�‰�“�Œ�Y�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G( )x x t= �G�–�•�Gt �G

�O�•�–�™�”�ˆ�“�“� �G�›�•�”�Œ�P�G�›�–�G�ˆ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G( )X X w= �G�–�•�G�•�™�Œ�˜�œ�Œ�•�Š� �Gw �G�‰� �G�›�•�Œ�G�Œ�˜�œ�ˆ�›�•�–�•�G�G�G

�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( )1

2
i tX x t e dtww

p

¥ -

-¥
= � �G�G�G�G

�G�G�G�G

�Š�ˆ�“�“�Œ�‹�G�›�•�Œ�G�m�–�œ�™�•�Œ�™�G�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�G�–�•�G( )x t �U�G�G�v�•�Œ�G�Š�ˆ�•�G�•�Œ�™�•�•� �G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�Z�G�–�•�G�›�•�Œ�G

�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�G�•�š�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( )1

2
i tx t X e dww w

p

¥

-¥
= � �G�G�G�G

�G
�p�•�G�›�•�Œ�G�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�G�ž�Œ�™�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�Œ�‹�G�‰� �G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�›�™�ˆ�•�š�•�–�™�”�S�G�–�•�Œ�G�ž�–�œ�“�‹�G�•�ˆ�•�Œ�G
�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G( ) ( )1 1

2 2
i t i tx t x t e dt e dw w w

p p

¥ ¥ -

-¥ -¥

	 

= � �


 �
� � �G�U�G

�G
�G�G

                                                 
2 The precise domain of the Fourier transform is all Lebesgue integrable functions.   Many readers of this 
book will be introduced to the Lebesgue integral later in a course in real analysis.  
3 The Fourier transform  maps functions into functions.  Functions are equivalent  if they differ on a set of 
“measure zero” and functions in different equivalence classes are considered different functions..  
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�G
�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�w�™�–�‰�“�Œ�”�š�G�G�G�G
�G
�X�U�G�G�G�n�•�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�›�•�™�Œ�Œ�G�—�ˆ�•�™�š�G�–�•�G�š�Œ�›�š�G�G
�G

�G �2�G�G�G�G{ } { }1,2,3  and 4,5,6�G

�G�G �2�G�G�G and � � �G
�G �2�G�G�G and � � �G
�G
�m�–�™�G�Œ�ˆ�Š�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�ˆ�‰�–�•�Œ�G�—�ˆ�•�™�š�G�–�•�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�•�•�•�‹�G�•�–�œ�™�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G1 2 3 4, , ,f f f f �G�G�•�™�–�”�G

�›�•�Œ�G�•�•�™�š�›�G�š�Œ�›�G�›�–�G�›�•�Œ�G�š�Œ�Š�–�•�‹�G�š�Œ�›�G�š�œ�Š�•�G�›�•�ˆ�›�G
�G

�ˆ�P�G�G�G1f �G�•�š�G�•�Œ�•�›�•�Œ�™�G�X�T�X�G�–�™�G�–�•�›�–�U�G

�‰�P�G�G�G2f �G�•�š�G�X�T�X�G�‰�œ�›�G�•�–�›�G�–�•�›�–�U�G

�Š�P�G�G�G1f �G�•�š�G�–�•�›�–�G�‰�œ�›�G�•�–�›�G�X�T�X�U�G

�‹�P�G�G�G1f �G�•�š�G�‰�–�›�•�G�X�T�X�G�ˆ�•�‹�G�–�•�›�–�U�G

�G
�Y�U�G�G�G�m�•�•�‹�G�Œ�Ÿ�ˆ�”�—�“�Œ�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�Gf �U�G

�G

�ˆ�P�G f �G�”�ˆ�—�š�G� �›�–�G{ }1,2,3 �G

�‰�P�G  maps  to  f � � �G

�Š�P�G  maps f  to ´� � � �G

�‹�P�G  maps  to f ´� � � �G

�Œ�P�G { } [ ] maps , ,  to 0,1f a b c �G

�G�G
�Z�U�G�O�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�O�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�O�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�O�p�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�S�G�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�S�G�ˆ�•�‹�G�i�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�P�š�S�G�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�S�G�ˆ�•�‹�G�i�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�P�š�S�G�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�S�G�ˆ�•�‹�G�i�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�P�š�S�G�z�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�S�G�ˆ�•�‹�G�i�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�š�P�G�G�~�•�•�Š�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�ˆ�™�Œ�G
�•�•�›�Œ�Š�›�•�•�Œ�S�G �š�œ�™�‘�Œ�Š�›�•�•�Œ�S�G �ˆ�•�‹�G �‰�•�‘�Œ�Š�›�•�•�Œ�G �–�•�G �›�•�Œ�•�™�G �™�Œ�š�—�Œ�Š�›�•�•�Œ�G �‹�–�”�ˆ�•�•�š�U�G �G �{�ˆ�’�Œ�G �›�•�Œ�G
�‹�–�”�ˆ�•�•�š�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�G�ˆ�š�G�›�•�–�š�Œ�G�•�ˆ�“�œ�Œ�š�G�–�•�Gx �G�•�–�™�G�ž�•�•�Š�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G�ž�Œ�“�“�T
�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�U�G�G
�G

�ˆ�P�G 3( ) 2 1f x x x= - + �G

�‰�P�G
1

( )
1

x
f x

x
+

=
-

�G

�Š�P�G
2 0

( )
1 0

x x
f x

x x

� £
= �

+ >�
�G

�‹�P�G 2

1
( )

1
f x

x
=

+
�G

�G�G
�[�U�G�G�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�O�p�•�•�Œ�™�š�Œ�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�m�œ�•�Š�›�•�–�•�P�G�G�G�m�–�™�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�G
�G
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�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G: (1, ) (0,1)f ¥ ® �G

�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�G

�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G�G
1

( ) , 1
1

x
f x x

x
-

= >
+

�G

�G
�ˆ�P�G�G�k�™�ˆ�ž�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G
�‰�P�G�G�w�™�–�•�Œ�G�›�•�ˆ�›�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G�•�š�G�X�T�X�U�G
�Š�P�G�G�m�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G
�‹�P�G�G�m�•�•�‹�G�›�•�Œ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�G�ˆ�•�‹�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G
�Œ�P�G�G�k�™�ˆ�ž�G�›�•�Œ�G�Ž�™�ˆ�—�•�G�–�•�G�›�•�Œ�G�•�•�•�Œ�™�š�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�U�G

�G

�\�U�G�G�O�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ˆ�š�G�v�™�‹�Œ�™�Œ�‹�G�w�ˆ�•�™�š�P�O�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ˆ�š�G�v�™�‹�Œ�™�Œ�‹�G�w�ˆ�•�™�š�P�O�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ˆ�š�G�v�™�‹�Œ�™�Œ�‹�G�w�ˆ�•�™�š�P�O�m�œ�•�Š�›�•�–�•�G�ˆ�š�G�v�™�‹�Œ�™�Œ�‹�G�w�ˆ�•�™�š�P�G�G�G�n�•�•�Œ�•�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G{ }: 1,2,3f ® � �G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�‰� �G�G

( ) ( ) ( ){ }1,3 , 2,5 , 3,1f = �a�G

�G
�ˆ�P�G�G�G�p�š�Gf �G�X�T�X�f�G�G

�‰�P�G�G�G�p�šf �–�•�›�–�f�G

�Š�P�G�G�G�~�•�ˆ�›�G�•�š�G�›�•�Œ�G�™�ˆ�•�Ž�Œ�G�–�•�Gf �f�G

�G

�]�U�G�G�O�{�™�•�Š�’�G�x�œ�Œ�š�›�•�–�•�P�O�{�™�•�Š�’�G�x�œ�Œ�š�›�•�–�•�P�O�{�™�•�Š�’�G�x�œ�Œ�š�›�•�–�•�P�O�{�™�•�Š�’�G�x�œ�Œ�š�›�•�–�•�P�G�G�p�•�Gf �”�ˆ�—�š�G onto � � �G�ˆ�•�‹�G�•�•�G( )1 2f = �G�›�•�Œ�•�G�•�•�•�‹�G

�G

�ˆ�P�G ( )1 2f - �G

�‰�P�G ( )1 (3)f f- �G

�Š�P�G( )1(8)f f - �G

�G
�G
�^�U�G�G �O�o�”�”�”�”�”�”�”�”�”�P�O�o�”�”�”�”�”�”�”�”�”�P�O�o�”�”�”�”�”�”�”�”�”�P�O�o�”�”�”�”�”�”�”�”�”�P�G�G�m�–�™�G�ž�•�ˆ�›�G�•�ˆ�“�œ�Œ�G�–�•�G�›�•�Œ�G�Œ�Ÿ�—�–�•�Œ�•�›�GnÎ � �G�•�š�G�›�•�Œ�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�G

( ) nf x x= �G�ˆ�•�G�•�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�f�G

�G
�_�U�G �O�~�Œ�“�“�O�~�Œ�“�“�O�~�Œ�“�“�O�~�Œ�“�“�T�T�T�T�k�Œ�•�•�•�Œ�‹�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G �G �G�k�Œ�•�•�•�Œ�‹�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G �G �G�k�Œ�•�•�•�Œ�‹�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G �G �G�k�Œ�•�•�•�Œ�‹�G �m�œ�•�Š�›�•�–�•�š�P�G �G �G �s�Œ�›�G and a b �G �‹�Œ�•�–�›�Œ�G �™�Œ�ˆ�“�G �•�œ�”�‰�Œ�™�š�U�G �G �k�–�G �›�•�Œ�G
�•�–�“�“�–�ž�•�•�Ž�G�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�ž�Œ�“�“�T�‹�Œ�•�•�•�Œ�‹�G�•�œ�•�Š�›�•�–�•�š�f�G
�G

�ˆ�P�G ( )f a b b+ = �G

�‰�P�G ( ) ( )sinf a b a b+ = + �G

�Š�P�G ( ) 2f a b a b+ = + �G

�‹�P�G ( )f a b ab+ = �G

�G �G

�`�U�G �O�m�•�•�‹�•�•�Ž�G �k�–�”�ˆ�•�•�š�P�O�m�•�•�‹�•�•�Ž�G �k�–�”�ˆ�•�•�š�P�O�m�•�•�‹�•�•�Ž�G �k�–�”�ˆ�•�•�š�P�O�m�•�•�‹�•�•�Ž�G �k�–�”�ˆ�•�•�š�P�G �G �G �n�•�•�Œ�•�G �›�•�Œ�G �•�œ�•�Š�›�•�–�•�G3( )f x x x= - �G �•�™�–�”�G �›�•�Œ�G �™�Œ�ˆ�“�š�G �›�–�G �›�•�Œ�G

�™�Œ�ˆ�“�š�S�G�•�•�•�‹�G�G�ˆ�G�‹�–�”�ˆ�•�•�GA �G�š�–�G�›�•�ˆ�›�Gf �•�š�G�ˆ�G�‰�•�‘�Œ�Š�›�•�–�•�U�G

�G
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